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SAM – Kulička na tyči

Zadání úlohy:

Identifikujte a proveďte simulaci laboratorního modelu kuličky, která se pohybuje po nakloněné tyči ve vodících lištách. Postupujte podle následujícího postupu:

1. Odvoďte matematicko-fyzikální model metodou vazebních grafů nebo metodou Lagrangeových rovnic, stanovte nelineární diferenciální rovnice, zjednodušte model a změřte základní charakteristiky fyzikálního modelu pomocí RT Toolboxu programu MATLAB nebo analogového počítače MEDA. Stanovte konstanty fyzikálního modelu.

2. Číslicově odsimulujte nelineární model pomocí programu Simulink, porovnejte výsledky s naměřenými průběhy přechodových charakteristik.

3. Linearizujte model v okolí zvoleného pracovního bodu – stanovte rovnice a přenos, analyzujte vlastnosti lineární modelu (určete póly a nuly systému, přechodovou a impulsní charakteristiku, frekvenční charakteristiky).

4. Odsimulujte lineární model systému na číslicovém počítači, porovnejte skutečný průběh přechodových charakteristik pro okolí pracovního bodu a průběh charakteristik nelineárního modelu.. Diskutujete platnost linearizovaného modelu.
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Hodnota zadaná v Matlabu
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Jednoduché schéma modelu:
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Hodnoty naměřené na soustavě:

· R1 – poloměr kuličky; R1 = 9,5 mm

· d – rozteč vodících lišt; d = 15 mm

· R2 – poloměr, po němž se kulička valí ve vodících lištách; 
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· g – gravitační zrychlení; g = 9,81 m.s-2
· l – délka tyče; l = 0,835 m

· a – vzdálenost středu tyče od úchytu manipulační páky; a = 0,125 m

· b – vzdálenost manipulační páky od osy rotace serva; b = 0,02 m

Význam jednotlivých veličin použitých při výpočtu:

· x – poloha kuličky na tyči [m]
· v – rychlost kuličky [m.s-1]
· - úhlová rychlost kuličky [rad.s-1]
· - úhel náklonu tyče [rad]
·  - úhel natočení serva [rad]
· m - hmotnost kuličky [kg]
· J – moment setrvačnosti kuličky [kg.m2]
· U – výstupní napětí snímače polohy kuličky [V]
Vypracování úlohy:

1. Identifikace modelu

Pro jednoduchost jsme si naši soustavu rozdělili na dva jednoduché a relativně nezávislé modely:

1.1. Model dynamiky náklonu tyče. Vstupem soustavy je napětí (jednotkový skok) o velikosti úměrné požadovanému úhlu náklonu tyče a výstupem je úhel náklonu tyče.

1.2. Model pohybu kuličky po nakloněné rovině (tyči). Vstupem soustavy je úhel náklonu tyče a výstupem je výsledné napětí úměrné poloze kuličky na tyči.

1.1. Model dynamiky náklonu tyče


První systém popisuje dynamiku náklonu tyče. Tento jsme identifikovali pomocí makra PCHKUL.M, ve kterém se využívají funkce RealTime Toolboxu programu Matlab. Naměřili jsme odezvu systému na jednotkový skok napětí 0 – 10V, přivedeného na vstup servomotoru. Následující obrázek popisuje pohyb kuličky po tyči a dynamiku náklonu tyče.

Naměřené charakteristiky pohybu kuličky a náklonu tyče

Pro modelování náklonu tyče jsme použili systém 1. řádu, který přibližně odpovídá naměřené charakteristice. Tento systém popisuje rovnice 
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 a přenos můžeme vyjádřit jako: 
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, kde výraz 
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 ve jmenovateli je časová konstanta. Čas, za který se systém dostane do stabilní polohy jsme odhadli z grafu. Je to asi 0,33s. Abychom se ale co nejlépe přiblížili naměřené charakteristice, zvolili jsme čas kratší (poloviční). Konstanta a se nám tedy dostane na hodnutu 6 a konstanta b se jednoduše vypočte 
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Abychom mohli určit převodní funkci mezi výstupním napětím, které je uměrné úhlu natočení tyče a skutečným úhlem natočení tyče [rad], museli jsme změřit tuto charakteristiku:

Poloha
-1
-0,8
-0,6
-0,4
-0,2
0
0,2
0,4
0,6
0,8
1

Ua [V]
-0,731
-0,6543
-0,5044
-0,3276
-0,1777
-0,0103
0,1421
0,2886
0,4565
0,5874
0,6416


Poloha … hodnota nastavená v makru PCHKUL.M


Ua … výstupní napětí, úměrné úhlu natočení tyče



Jak je vidět, závislost je téměř lineární, a proto lze lineární funkcí aproximovat, aniž bychom se dopustili velké chyby.

Z rozměrů modelu bylo také třeba určit převodní vztah mezi výstupním napětím a skutečným úhlem natočení tyče, protože úhloměr, který měrí úhel natočení tyče, není součástí modelu. Nastavovali jsme proto postupně určité hodnoty úhlů a měřili svislou vzdálenost konce ramene od základny. Úhel jsme jednoduše přepočetli pomocí goniometrických funkcí.

Poloha
-1,0
-0,8
-0,6
-0,4
-0,2
0,0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0

x [cm]
17,1
16,8
16,3
15,2
14,1
12,9
12,0
10,8
10,0
9,5
9,2

Úhel [°]
-5,745
-5,337
-4,656
-3,153
-1,646
0
1,235
2,880
3,973
4,656
5,064

Úhel [rad]
-0,100
-0,093
-0,081
-0,055
-0,029
0
0,022
0,050
0,069
0,081
0,088


Poloha … hodnota nastavená v makru PCHKUL.M

x [cm] … svislá vzdálenost konce ramene od základny

Úhel [°] … skutečný úhel natočení ramene


Lineární převodní funkce mezi výstupním napětím a úhlem natočení je popsána vztahem:  
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1.2.  Model pohybu kuličky po nakloněné rovině:


Odvození popisu druhého modelu jsme provedli pomocí metody Lagrangeových rovnic. Přitom jsme uvažovali, že se kulička nevalí po tyči po svém poloměru, ale po poloměru menším, daným roztečí vodících lišt na tyči (viz. obrázek).


Nejprve je třeba vyjádřit kinetickou a potenciální energii soustavy. K výpočtu kinetické energie je zapotřebí znát moment setrvačnosti pohybující se kuličky, její translační a úhlovou rychlost.

Moment setrvačnosti kuličky jednoduše vypočteme, pokud víme, že  
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 a objem elementárního válce 
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 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf]2
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Pro translační rychlost kuličky platí vztah: 
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Kinetická energie systému: 
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Potenciální energie systému: 
[image: image14.wmf](
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Lagrangeova funkce systému je definována vztahem:
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Derivace Lagrangeovy funkce:
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Výslednou rovnici, která popisuje soustavu, dostaneme z Lagrangeovy rovnice:
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Dosazením hodnot za g, R1 a d získáme konstantu c = 4,758 a tím i rovnici popisující systém: 
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Na modelu jsme změřili závislost výstupního napětí Ux na poloze kuličky x:

Poloha kuličky [cm]
0
10
20
30
40
50
60
70
80

Výstupní napětí [V]
0,063
0,161
0,258
0,356
0,453
0,551
0,670
0,746
0,845

Naměřené hodnoty tvoří téměř lineární závislost, a proto je můžeme nahradit linearní funkcí, která v modelu realizuje převod mezi polohou kuličky a výstupním napětím:
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resp. mezi výstupním napětím a polohou kuličky:  
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Spojením obou modelů dohromady vznikne soustava tří diferenciálních stavových rovnic pro vektor 
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Jednotlivé složky vektoru 
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 mají následující význam:


x1 … poloha kuličky na tyči 


x2 … rychlost, jakou se pohybuje kulička po tyči


x3 … úhel náklonu tyče

2. Simulace modelu  v programu Simulink a porovnání s naměřenými hodnotami


Z jednotlivých diferenciálních rovnic jsme sestavili toto simulační schéma:

Následující grafy znázorňují průběhy veličin získané simulací.
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3. Linearizace modelu v pracovním bodě


Jako pracovní bod jsme si zvolili vodorovnou polohu tyče tj. x3=0 a provedli linearizaci. Za předpokladu, že má náš systém časově stálé parametry, můžeme linearizované rovnice psát ve tvaru:
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Matice A (matice systému), B (matice řízení), C, D (výstupní matice) popisují chování systému, vektor y obsahuje výstupní veličiny, vektor u naopak vstupní veličiny. V našem případě zde máme pouze jeden vstup a jeden výstup, takže vektory u a y jsou jednosložkové. Význam jednotlivých složek stavového vektoru x byl popsán výše. 

Derivováním diferenciálních stavových rovnic podle jednotlivých veličin dostáváme tyto matice:
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· Tyto matice dále použijeme pro analýzu vlastností lineárního modelu s pomocí programu MATLAB, který je používá jako vstupní parametry pro své funkce. Pomocí MATLABu jsme získali tyto výsledky:

· přenos soustavy:  
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· póly: 
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· nuly: 
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· přechodová a impulsní charakteristika
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· frekvenční charakteristiky
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5. Simulace lineárního modelu

Jelikož náš systém pracuje v úzkém pásmu hodnot úhlu natočení tyče ((5(), můžeme funkci sin x3 nahradit přímo proměnnou x3. Tím se schéma zjednoduší a chyba, která tím vznikne, je zanedbatelná. Následující simulační schéma představuje lineární systém, které je naprosto totožné se schématem pro nelineární systém až na blok funkce sinus.

Závěr:


Tímto jsme provedli identifikaci a následně simulaci daného modelu. Výše v textu jsou uvedeny požadované výsledky, tj. odvození pomocí Lagrangeových rovnic, diferenciální stavové rovnice a simulační schémata, doplněná o grafy programu MATLAB.


Aby bylo možno porovnávat simulaci a skutečný naměřený průběh přechodové charakteristiky, bylo nutno korigovat některé vypočtené konstanty. Bylo to způsobeno zanedbáním některých parametrů systému, které by celkový výpočet příliš zkomplikovaly. Jedná se zde hlavně o vůli v převodu mezi servem a tyčí, dále pak zanedbáváme impuls síly, který působí na kuličku při pohybu tyče.


Lineární model se zde plně osvědčil a jeho výsledky se téměř shodují s výsledky nelineárního modelu i se skutečným průběhem. Je to ovšem podmíněno náklonem tyče v rozsahu (5(.
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