Metodiky programovani

Kapitola 4: Stromy a jejich zpracovani

Stromy predstavuji velmi obecné a univerzalné pouzitelné
datové struktury. | posloupnost Ize povazovat za degenerovany
strom.

1 A

2 B | C

3 D E F G H

4 I J K L M N O P
Terminologie

kofen stromu
(vnitfni) uzly, i vrcholy
listy
pfedchidci a naslednici
stupern (arita) uzlu = pocet pfimych nasledovniku vnitfniho
uzlu
stupen stromu = maximalni stupent mezi vSemi uzly stromu
e hloubka stromu
pro binarni strom: n=2"""—1, tedy hloubka h=floor(log-n)
e cesta ve stromu:
délka cesty = pocCet hran od kofene k danému uzlu (=hloubka
uzlu)
délka vnitini cesty = souCet délek cest jednotlivych uzli
prumérna deélka vnitfni cesty:
P, =1%n.i  kde nije pocet vrchold na i-té Urovni
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Binarni stromy

Pamétova reprezentace:
a) pomoci pole

type tValue = record

key: tKey;
value: {ostatni poloZky dat};
end;
type tNode = record
value: tValue;
left,
right: integer;
end;

type tTree = array [1l..N]Jof tNode;
b) pomoci ukazatell
/* Binary tree implementation of a collection */

struct t node {
void *item;
struct t node *left;
struct t node *right;

}i
typedef struct t node *Node;

struct t collection ({
int size; /* Needed by FindInCollection */
Node root;

}i

oot
ltem - hodes
Hem Item
left
sub-tree right
sub-tree
Item tem ltem
leaves

Kapitola 4: Stromy a jejich zpracovani - str. 2



Metodiky programovani

Dokonale vyvazeny strom je strom, pro jehoz kazdy vrchol
plati, Ze pocet vrcholu v levém podstromu a pravém podstromu
se liSi nanejvySe o jedna.

Méjme vstupni soubor s 21 datovymi polozkami, jejichz kliCe

jsou:
8 9 11 15 19 20 21 7 3 2 1
5 6 4 13 14 10 12 17 16 18

Nasledujici algoritmus vytvori dokonale vyvazeny strom o n
vrcholech:

1. zvolime jeden vrchol za kofen

2. vytvofime levy podstrom s po¢tem vrcholtu n; = n div 2

3. vytvofime pravy podstrom s po¢tem vrcholi n,=n-n;- 1
Pravidla aplikujeme rekurzivné:

var root: rNode;

function Tree(n: integer) : rNode;
var NewNode: rNode; var x: tValue;
var nl, nr: integer;

begin
if n = 0 then Tree := nil else begin
nl:=n div 2; nr:=n - nl -1;

read (x) ; new (NewNode) ;
NewNode .Value:=x.Value;

NewNode.left := Tree(nl) ;
NewNode.right := Tree (nr) ;
Tree:=NewNode;

end

end {Tree};
begin

root :=Tree (21) ;
end;
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Vznikne nasledujici binarni strom

8
9 )
/
11 7 6 12
/N / /
15 20 3 1 4 14 17 18
19 21 2 13 10 16

Snadno nahlédneme, zZe hloubka dokonale vyvazeného
binarniho stromu neprekroCi Ceil(log, n).
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Zakladni operace na binarnich stromech

NejbéznéjSim zpracovanim je uskutecnéni operace P na
kazdém uzlu stromu, tedy je treba navstivit vSechny uzly. AvSak
v jakém poradi?

RozliSujeme tfi usporadani, ktera jsou pfirozenym disledkem

struktury stromu.

R - kofen, A - levy a B - pravy podstrom

1. Pfimé (pre-order) usporadani - R, A, B = napfed kofen, pak
levy a nakonec pravy podstrom

2. Vnitfni (in-order) usporadani - A, R, B
3. Inverzni (post-order) usporadani - A, B, R

-1

a / d *

b C e f
Strom reprezentuje vyraz (a + b/c) * (d - €*f), vnitfni usporadani
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Priklad s algebraickym vyrazem (a + b/c) * (d - e*f):

1. PFimé: *+albc-d*ef prefixova notace
2. Vnitrni: atbl/c*d-e*f infixova notace
3. Inverzni: abcl/+def*-* postfixova notace

Od usporadani Ize odvodit tfi metody prichodu stromem
(operaci na daném uzlu t* znaCime P(t) a vyjadrit je algoritmicky:

procedure PreOrder (t: rNode) ;
begin if t <> nil then
begin
P(t);
PreOrder (t*.left) ;
PreOrder (t”.right) ;
end
end;

procedure InOrder (t: rNode);
begin if t <> nil then
begin
InOrder (t*.left) ;
P(t);
InOrder (t”.right) ;
end
end;

procedure PostOrder (t: rNode) ;
begin if t <> nil then
begin
PostOrder (t”.left) ;
PostOrder (t”.right) ;
P(t);
end
end;

Binarni stromy (ne nutné vyvazené) Casto slouzi k reprezentaci
mnoziny dat s kli€i. Pokud strom usporadame tak, ze vSechny
klice v levém podstromu jsou mensi nez kli€ v daném vrcholu a
vSechny kli€Ce v pravém podstromu jsou vétsi, pak strom
oznacujeme jako vyhledavaci.

Kapitola 4: Stromy a jejich zpracovani - str. 6



Metodiky programovani

Vyhledavaci stromy

Nalezeni uzlu s danym klicem ve vyhledavacim stromu je velmi
rychlé:

function Locate(sKey: tKey; t: rNode): rNode;
var found: boolean;

begin
found := false;
while not found and (t <> nil) do begin
found := (t*.Value.Key = sKey) ;

if t”.Value.Key>sKeythen t:= t”.left
else t:= t”.right;
end;
Locate := t
end

Algoritmus lze dale zjednodusit vyuzitim zarazky:

function ZLocate(sKey: tKey; t: rNode): rNode;
var found: boolean;
begin
s*.Value.Key := sKey; {do zarazky x}
while t”.Value.Key <> sKey do begin
if t”.Value.Key>sKeythen t:= t”.left
else t:= t”.right;

end;
zLocate := t
end
Koren N Hodnota
levy | pravy
l |
/// ‘\\\
| |
/// \\\ \\\
| | |
\:\‘- : /
>
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Pretvoreni existujicino dokonale vyvazeného stromu na
vyhledavaci, je vsak velmi nakladné. Vyzaduje prakticky uplnée
pfeusporadani stromu. Velmi ¢asto vSak mizeme podminku na
dokonalé vyvazeni stromu oslabit a pak mizeme stromy budovat
jiz pfimo jako vyhledavaci. To vede na ulohu vyhledavani
spojeneho s pridavanim, kdy nové pfichozi zaznam do stromu
vhodné pridame, pokud tam jiz neni. Tento postup ukazeme jako
rekurzivni.

procedure Loc Add(x: tValue; var p: rNode) ;
begin
if p = nil then begin
{zdznam nenalezen - pridat}
new (p) ; p”.Value:= x.Value;
p”.left:= nil; p”.right:= nil;
end else
if x.Key<t”.Value.Key then Loc Add(x,t”.left)
else
if x.Key>t”.Value.Key then Loc Add(x,t”.right)
end;

NapiSme nyni hlavni program

var root: rNode; y: tValue;

begin
root := nil;
while not eof (input) do begin
read (y) ;
Loc Add(y, root)
end
end.
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Aplikujme opét na soubor 21 datovych polozek s klici:

8 9 11 15 19 20 22 7 3 2 1
5 6 4 13 14 10 12 17 16 18
8
/
7 9
/
3 11
/ /
2 5 10 15
/o LN
1 4 6 13
/
12 14 19
17 20
16 18 22

Vysledny strom je vSak znaCné nevyvazeny. | presto ma své
opodstatnéni pro relativni jednoduchost a rychlost v aplikacich,
které vyzaduiji jak vyhledavani, tak i tridéni.
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Ruseni vrchold ve stromu

Inverznim problémem k pfidavani je ruSeni vrchold.

pridani. V binarnim stromu jsou mozné Ctyfi pfipady:

(a) prvek s danym klicem se ve stromu nenachazi - neni co rusit
(b) prvek je listem - zruSeni je trivialni

(c) prvek ma jednoho naslednika - prvek se nahradi svym
naslednikem

(d) prvek ma dva nasledniky - prvek se nahradi bud
nejpravéjSim prvkem levého podstromu nebo nejlevéjSim
prvkem pravého podstromu

procedure Extract (K: tKey; var p: rNode) ;
var g: rNode;
procedure Del (var r: rNode) ;
begin if r”.right<>nil then Del (r".right)
else begin
q”.Value:= r”.vValue;
g:= r; r:= r".left;
end

end;
begin {Extract}
if p=nil then {neni ve stromu} else
if K<p”.Value.Key then Extract(K,p”.left) else
if K>p”.Value.Key then Extract (K,p”.right)
else begin {vlastni vyjmuti prvku}
q:=p;
if g".right=nil then p:=g”~.left else
if g*.left=nil then p:=g”.right else
Del (g”.left) ;
dispose (q) ;
end
end; {Extract}
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Pomocna procedura Del se vola jen v pripade 4, kdy sestupuje
po nejpravéjsi vétvi levého podstromu prvku g”, ktery chceme

odebrat. Pfi navratu zpét vzhlru nahradi podstatné informace v
prvku g” hodnotami nejpravéjSiho prvku r* v levém podstromu.

Priklady variant ru$eni vrcholu:

/

7 9

%2 | 5 10 15§ (d)

L{mz 14 19

17 20

16 18 22

Pozn. Pro vyvazeneé stromy lze dokazat, ze za predpokladu
stejné pravdépodobnosti vyskytu pozadavku na vyhledani pro
v8echny klice Ize oCekavat praimérné zlepseni délky
vyhledavané cesty max. o cca 40% (rozhodnuti o nutnosti
vyvazovani zavisi jeSté na poméru r mezi frekvencemi pfistupu
do vrcholl (vyhledavani) a pfidavani - ¢im je r vétsi, tim

viiwv s
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AVL-vyvazené stromy

Pfidavani a ruSeni prvku stromu zpusobuje nevyvazeni.
Dokonalé vyvazeni stromu je velmi obtizné. Proto se hledaly
alternativni definice vyvazenosti, které by poskytovaly
dostateéné efektivni vyhedavaci moznosti, a byly pfitom
zvladnutelné. ADELSON, VELSKII a LANDIS [1962] publikovali
nasledujici kriterium vyvazenosti:

Binarni strom je (AVL-)vyvazeny i
pravé tehdy, kdyz

> vysSky obou podstromi 1
kazdého uzlu se liSi nejvyse o h h-1
jedna, l

¥

> kazdy podstrom je AVL
vyvazeny.

Autori dokazali, ze na vyvazenych stromech maji operace
vyhledani prvku podle kli¢e a pridani Ci vyjmuti prvku s danym
klicem asymptotickou slozitost O(log n), kde n je pocet prvka ve
stromu.
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Zjednodusena lokalni podminka vyvazenosti:

Levy a pravy podstrom se ve vysce liSi nejvySe o jedna.
Tuto definici je nutné vyuzivat uvazené, nebrani vzniku
evidentné nevyvazenych stromu:

AVL vyvazeny
Je ziejmé, Ze kazdy levy podstrom
ma vySku o 1 vétSi nez kazdy
pravy podstrom.

Nevyvazeny

Podstrom s kofenem 8 ma vysku 4
a podstrom s kofenem 18 ma
vySku 2
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Pridavani do vyvazenych stromu

Pfi prfidavani nového vrcholu do stromu mohou nastat 3 pfipady.

Predpokladejme, ze pfidavame do leveho podstromu, ¢imz

zpusobime narust jeho vysky.

1. h. = hg: L a R budou mit po pfidani rozdilné vysky, avsak
podminka vyvazenosti se neporusi.

2. h; < hg: L a R budou mit vySku shodnou, vyvazeni se
dokonce vylepsi.

3. h > hg: Kriterium vyvazenosti se porusi a strom je nutno
rekonstruovat.

Priklad: Novy prvek byl pridan
do levého podstromu vrcholu 1,
zpusobilo narust vysky na
hodnotu o 2 vySSi nez pravy
podstrom vrcholu 2.
Vyvazenost se obnovi rotaci.

Uvazme strom:

2 6

Pridame-li kli¢ 11 neni nutno vyvazovat (vyvazeni se zlepSi):

8
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Budeme-li vsak chtit pridat klic 1, 3, 5 nebo 7 bude nutno
vyvazovat.

Dukladnou analyzou najdeme dva mozné pfipady.

Pfipad (a) je situace, kdy budeme pfidavat klice 1 nebo 3:

8

Pripad (b) je situace, kdy budeme pfidavat klice 5 nebo 7:

8
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Pripad (a)

Pfipad (b)

A\

K obnoveni vyvazenosti si musime uvédomit, Zze pouzité
transformace musi zachovat vnitini (in-order) usporadani

Pripad (a)

N\

Pfipad (b)
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Pro reorganizaci zavadime transformace, které modifikuji
strukturu stromu, avSak zachovavaji lexikografické (in-order)
usporadani:

Jednoducha rotace vlevo

@

procedure lrot (var t:tree); {single left rotation -
RR }
var temp: tree;
begin
temp := t;
t:= t*.right;
temp”.right := t*.left;
t*.left := temp;
end;

Jednoducha rotace vpravo

procedure rrot (var t:tree); {single right rotation -
LL}
var temp: tree;
begin
temp := t;
t:= t%.left;
temp”.left := t”.right;
t®.right := temp;
end;
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Dvojité rotace vlevo

\@ / \
\

D\

o\

(©)
A B X
A AA A
procedure dlrot (var t:tree); {double left rotation -

LR}
begin rrot (t”.right); lrot(t) end;

EaN

Symetricky dvojita rotace vpravo.

Algoritmus vyvazovani

Pro efektivni vyvazovani zavedeme dalSi polozku v definici typu
vrchol, tzv. vyvazovaci faktor:

type tNode = record
value: tValue;
left,
right: rNode;
bal: (-1 .. +1);
end;

Pfidani vrcholu se pak sklada ze tfi kroku:

1. Prohledani stromu za uc€elem zjisténi, zda se takovy vrchol jiz
ve stromu nenachazi.

2. P¥idani vrcholu a uréeni vyvazovaciho faktoru.

3. Kontrola vyvazovaciho faktoru ve vrcholech ve sméru
opacném vuci vyhledavani (smérem ke kofenu).
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Vysledny algoritmus bude modifikaci predchozi procedury

Loc Add stim, ze na "zpatecni cesté" rekurze pfidame
opravnou operaci. V kazdém kroku je nutno vratit informaci, zda
se vySka podstromu zvétsila, €i ne. Proto rozSifime seznam
parametru procedury o boolsky parametr h, ktery indikuje
zvetSeni vysky.

Predpokladejme nyni, Ze se vracime do vrcholu p” z jeho levé

vétve s indikaci zvySeni levého podstromu. Mohou nastat 3 vySe
zminéné situace:

1. h. < hg, tj. pM.bal = +1, pfedchazejici nevyvazenost se
odstrani.

2. h; = hg, tj. p*.bal = 0, rovhovaha se porusi smérem vlevo,
avSak AVL-vyvazenost jesté zustava.

3. h; > hg, tj. pA.bal = -1, je nutné znovuvyvazeni.

Ve tfetim pfipadé musime rozliSit nevyvazenost typu (a) a (b).

Pokud je vyska levého podstromu vétSi nez praveho, jde o

pripad (a), v opacném pripadé (b). Ve skuteCnosti se vyvazovani

déje vhodnymi zaménami ukazatelu, které se cyklicky zameénuiji.

NeZz uvedeme cely algoritmus v programové formé, ukazme

postup na jednoduchém prikladu:

P

+7 -> RR +2
/
2 7 2 5 6
1] [4] (1] [3] [7] (1] [3] [5] [7]
+1 -> LL +3 -> LR +6 -> RL

Kapitola 4: Stromy a jejich zpracovani - str. 19



Metodiky programovani

procedure Loc AddB( x: tValue; var p: rNode;
var h: boolean) ;
var pl, p2: rNode;
begin
if p = nil then begin
{zdznam nenalezen - pridat}

new (p) ; p".Value:= x.Value;
p*.left:= nil; p”.right:= nil;
h:= true; bal:= 0;

end else

if t*.Value.Key<x.Key then begin
Loc AddB(x,t”.left,h);
if h then {leva vétev se zvy&ila}
case p”.bal of
1: begin p”.bal:=0; h:= false; end;
0: pA.bal:= -1;
-1: begin {je nutno vyvaZovat}
pl:= p*.left;

if pl®.bal = -1 then

begin {jednoduchd LL rotace}
p*.left:= pl”.right; pl®.right:= p;
p".bal:= 0; p:= pl;

end else
begin {dvojita LR rotace}
p2:= pl”.right; pl”.right:= p2”*.left;
p2”.left:= pl; pl”.left:= p2”.right;
p2”.right:= p;
if p2®.bal=-1 then p”.bal:=+1
else p”.bal:=0;
if p2”.bal=+1 then pl”.bal:=-1
else pl”.bal:=0;
p:= p2;
end;
p".bal:= 0; h:= false;
end {vyvaZovani}
end {case};
end else
if t*.Value.Key>x.Key then begin
Loc AddB(x,t”.right,h);
if h then {prava vétev se zvydila}
case p”.bal of
-1: begin p”.bal:=0; h:= false; end;
0: p*.bal:= +1;
1: begin {je nutno vyvaZovat}
pl:= p~.right;
if p1®.bal = +1 then
begin {jednoduch& RR rotace}

p”.right:= pl”.left; pl”.left:= p;
p".bal:= 0; p:= pl;
end else

begin {dvojit& RL rotace}
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p2:= pl”.left; pl®.left:= p2”.right;
p2”.right:= pil; pl”.right:= p2”.left;
p2”.left:= p;
if p2”.bal=+1 then p".bal:=-1
else p”.bal:=0;
if p2”.bal=-1 then pl”.bal:=+1
else pl”.bal:=0;
p:= pP2;
end;
p".bal:= 0;
end {vyvaZovan
end {case};
end else
h:= false
end; {Loc AddB}

h:= false;
i

}

Operace ruSeni uzlu ve vyvazeném stromu je variaci na ruseni
uzlu v oby€ejném binarnim stromu, doplnéna o vyvazovani
pomoci stejnych zaménnych operaci.

Binarni vyhledavaci stromy vs. AVL stromy

Operace vkladani:

AVL Red-Black strom

Dva pruchody Dva pruchody

- dolu k vkladanému uzlu - dolu k vkladanému uzlu

- Zpét nahoru s vyvazovanim - Zpét nahoru s vyvazovanim
V literature:

e Cormen T.H.: Introduction to algorithms. Cambridge, Mass :
MIT Press; New York : McGraw-Hill, 1990
--> bez preferenci,

e Wirth, N: Algorithm + Data Structures = Program. Prentice-
Hall, New Jersey 1975 (a dalSi vydani)
--> naopak uprednostriuje AVL stromy, avSak

e Weiss, M.A., Algorithms, Data Structures and Problem
Solving with C++, Addison-Wesley, 1996,
--> ukazuje feSeni s R-B stromy v jednom prichodu!
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Vicecestné (m-arni) stromy

Motivace - rozsahlé stromy, které nutno rozdélit na stranky
ulozené na disku.

PFiklad pro binarni strom, kazda stranka obsahuje 7 vrcholl

—
OO O O O O D

Vyhody:

¢ Redukce hloubky stromu na uroven O(logmn) pro m-cestné
stromy, m potomku, m-1 kli€¢u ve strance --> pak pro m = 10 je
106 kli€l v 6 urovnich vs. 20 v binarnim stromu

e UvaZme mnozinu dat s 10° elementy. Cisty binarni
vyhledavaci strom by vyzadoval aZ log, 10° ~ 20 pfistuptl na
disk. Budou-li stranky obsahovat po 100 elementech bude
zapotrebi jen max.
logi0o 10° = 3 pristupy. Stromy v§ak nem(izeme nechat riist
nahodné.

ale
e Je nutné v kazdé strance prochazet m-1

ol hfhk | k| T

T[0Tl | Bl s BT kT T BT k|Tk| B k| T[T k|hk| Tk T
/S '

rd
LA
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B-stromy

[BAYER 1970]: kazda stranka (az na jednu) musi obsahovat n az

2n uzll, kde n je zvolena konstanta. Je-li znama velikost uzlu a

velikost stranky, pak 2n uzld se musi vejit do stranky a stranka

musi byt aspon z 50% plna. B-strom fadu n tedy splnuje

nasledujici kriteria:

1. Kazda stranka obsahuje nejvyse 2n polozek (=kli¢l).

2. Kazda stranka s vyjimkou korfene stromu obsahuje aspon n
polozek.

3. Kazda stranka je bud listem stromu (a pak nema nasledniky)
nebo ma pravé m+1 naslednikud, kde m je skuteény pocet
polozek ve strance.

4. VVSechny listové stranky jsou na jedné urovni.
Potom pro nejhorsi pfipad je nutno log.a pfistupd.

B-strom radu 2

l

25
\
10 20 30 40
2578 1314 15 18| (22 24 26 27 28 32 35 38 41 42 45 46

KliCe jsou ve strankach usporadany vzestupné a "prostridany" s
ukazateli na nasledniky:

Po K1 P1 Ko Prm-1 Km Pm

l l l l
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Vyhledavani v B-stromu je jednoduché: NacCteme stranku do

paméti a v ni vyhledavame néjakou metodou pro hledani v

usporadaném poli (sekvenéné nebo pulenim). Pokud kli¢ x v poli

nenajdeme, pak:

1. ki < x < kix1 pro 1 <=j < m. Vyhledavani pokraCuje na strance
pi”™.

2. kn, < X. Vyhledavani pokracCuje na strance p, .

3. x <.k1. Vyhledavani pokracuje na strance po*.

Pridavani do B-stromu

Pridavani do B-stromu je také jednoduché, pokud je ve strance
misto. Pokud neni, pak musime strom lokalné preusporadat.

Ukazme pridani polozky s klicem 22 do B-stromu fadu 2:
1. Kli€ 22 chybi, pfidani do stranky C neni mozné (zaplnéna)

2. Stranka C se rozdéli na dvé stranky (tj. vytvori se nova
stranka D)

3. Pretékajici stranku rovhomérné rozdélime doCaD a
"prostredni” hodnotu kliCe pfresuneme o uroven vyse, do
stranky pfedchuadcu A.

Toto mlze rekurzivné probihat az do kofene stromu. Pokud
preteCe koren, vySka stromu se zvétsi.

A|20 A |20 30
7101518 | (26 30 35 40 7101518 | (22 26 3540
B C B C D
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Obracenym postupem polozky rusime. Pokud pfi zruSeni
polozky klesne pocCet polozek ve strance pod n, musime dvé
stranky spojit v jednu. Pokud ruseny prvek neni v listu stromu,
musime ho nahradit nékterym z lexikograficky sousednich prvku
z nasledniki dané stranky. Budeme volit vzdy tak, aby
naslednicka stranka (pokud mozno) nepodtekla.

Priklad datové reprezentace
const nn = 2*a;

type tRef = “tStranka;
type tIndex = 0..nn;

type tPrvek = record
key: 1integer;

p: tRef;
value: {ostatni poloZky dat};
end;

type tStranka = record

m: tIndex;

pO: tRef;

e: array [1..nn] of tPrvek
end;

Uvédomme si, ze kazda stranka predstavuje prostor pro 2n
prvkd. Polozka m urcuje skute€ny pocet prvku ve strance. Je-li

m 2 n (vyjma korenove stranky), mame zaruceno alespon 50%
vyuziti paméti.

l

p0 e[1]l.key e[1].p e[2].key ... e[m-1].p e[m].key e[m].p

l l l l
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Algoritmus vyhledavani a pfidavani:

procedure Loc Add(x:integer; refStr:tRef;
var h:boolean; wvar u:tPrvek) ;
begin if refStr = nil then
begin {x neni ve stromu}
prirad x prvku u, nastav h:=true - priznak
putovani prvku u nahoru stromem
end else
with refStr”® do {presun stranky do paméti}
begin {vyhledej x ve strance refStr”}
prohledej stranku (pole);
if (x nalezen) then
{nalezen}
else begin
Loc Add(x, nasledovnik, h, u);
if h then {prvek postoupil nahoru}
if (pocet prvku v refStr”)<2n then
pridej u do strdnky refStr”, h:=false
else
rozdél stranku a presun stredni prvek
end
end
end;

Algoritmus pfipomina jednoduché vyhledavani v binarnim
stromu vyjma rozhodovani o vétveni, které neni zalozeno na
binarnim vybéru. Vyhledavani v ramci stranky muze byt
realizovano metodou binarniho puleni.

Algoritmus pridavani se provadi ve chvili, kdy je indikovan
(h=true) pohyb prvku smérem vzhlru (ke kofenu). Pfiznak h ma
obdobnou funkci jako v pfipadé pridavani do vyvazeného
stromu, kde se signalizoval narust podstromu. Ma-li h hodnotu
true, pak parametr u reprezentuje prvek, putujici vzhuru.
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NapiSme nyni hlavni program

var root, g: tRef; y,u: tPrvek; h: boolean;

begin
root := nil;
while not eof (input) do begin
read (y) ;
Loc Add(y, root, h, u);
if h then
begin {vytvof a pripoj novou stréanku}
J:= root;
new (root) ;
with root” do
begin m:=1; p0:=g; ell] :=u end;
end;
end
end.

Jestlize ma parametr h pfi navratu z procedury Loc_Add hodnotu
true, znamena to, ze se déli kofenova stranka. Jeji rozdéleni je
zvlast oSetfeno a spocCiva pouze z vytvoreni nové korfenové
stranky a z vlozeni jediného prvku u.

Pfiklad rustu B-stromu pro nasledujici posloupnost pfidavanych
KIica:

20

20

40, 10, 30, 15

20

— _\

10 15 30 40
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35,7, 26, 18, 22
20 30
7 10 15 18 22 26 35 40
S
10 20 30
5 7 15 18 22 26 35 40
42, 13, 46, 27, 8, 32
10 20 30 40
5 7 8 13 15 18| |22 26 27| |32 35 42 46
38, 24, 45, 25
25
10 20 30 40
5 7 8 13 15 18| (22 24 26 27 32 35 38| |42 45 46
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VSimnéme si praktickych dusledkl z hlediska pamétové
narocnosti:

Uvnitf procedury Loc _Add pracujeme se strankou, odkazovanou
refStr. Z hlediska efektivity programu bude vyhodné, podafi-li se
stranku refStr* umistit do operacni paméti. ProtozZe tak kazdé
volani procedury Loc_Add znamena vytvoreni jedné stranky v
paméti, bude potreba nejvyse k=log,N rekurzivnich volani. Pro
strom o velikosti N prvkd musime byt schopni umistit v operacni
pameéti alespon k stranek o velikosti 2n. Ve skute€nosti jsou
naroky jesté vyssi, nebot pfi pfidavani prvku muze nastat proces
déleni, a tim vznik novych stranek. Pfirozenym dlsledkem je
pozadavek na trvalé umisténi kofenové stranky v operacni
paméti, protoZe kazdy dotaz je zahajen bezprostfedné v ni.

Odebirani prvk( z B-stromu

V procesu odebirani je nutné rozlisit dva pfipady - kliC x, ktery
odebirame

1. nachazi se v listové strance (pak je algoritmus odebrani prvku
jednoduchy a jasny)

2. neni v listové strance - pak se musi nahradit jednim ze dvou
lexikograficky sousedicich prvku, ktery je mozné jednoduse
odebrat, pokud se nachazi v listové strance.

Zpusob hledani sousedniho kli¢e je analogicky s metodou
odebirani prvkl z binarniho stromu.

Proto budeme postupovat takto:

1. sestoupime ve sméru pravého ukazatele az do nejlevé;si
listové stranky P,

2. nahradime prvek, ktery se ma odebrat, nejlevéjSim prvkem
stranky P a

3. snizime velikost obsazeni P

(v podstaté hledame nejmensi veétsi kli€, resp. nasledovnika z
usporadané posloupnosti klicu). Alternativné Ize sestupovat ve
sméru levého ukazatele k nejpravéjSimu prvku.
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Po snizeni velikosti stranky musi nasledovat kontrola poCtu
prvkd m ve strance. Je-li m < n (nezaplnéni stranky), je poruSena
zakladni charakteristika B-stromu a je nutné provést
reorganizaci. ReSenim je pfesunuti prvku ze sousedni stranky Q
do stranky P. Vzhledem k tomu, ze toto vyzaduje nacteni celé
stranky Q do paméti, provadi se obvykle vice nez pfesun
jednoho prvku - obsazeni stranek P a Q se vyrovnava =
vyvazovani.

V pfipadé, Ze stranka Q jiz dosahla své minimalni velikosti n,
pak celkovy poCet prvkd na strankach P a Q je 2n-1 a stranky
muzeme sloudit:

1. do stranky P presuneme "prostredni” prvek stranky
predchudcl Pa Q

2. do stranky P pfesuneme prvky ze stranky Q a
3. stranku Q zruSime.

Takovéto odstranéni prostfedniho kliCe ze stranky predchidcu
muUZze zpusobit zmenseni velikosti stranky pod pfipustnou mez n
a tim dalSi vyvazovani €i sluCovani stranek na vyssi urovni. V
extrémnim pfipadé se tento proces muize rozsifit az po kofen B-
stromu. Kdyz se velikost kofenové stranky zmensi na nulu, je
tfeba ji odstranit. Toto je v podstaté jediny zpisob zmenseni
vySKky B-stromu.

Postupny zanik B-stromu budeme ilustrovat na prikladé
sekvencéniho odebirani klicu:
25

/T,

10 20 30 40
5 7 8 13 15 18 22 24 26 27 32 35 38 42 45 46
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25,45, 24

10 22 30 40
5 7 8 13 15 18 20| |26 27 32 35 38| |42 46
38, 32

10 22 30
5 7 8 13 15 18 20| |26 27 35 40 42 46
8, 27,46, 13, 42

10 22
5 7 15 18 20 26 30 35 40
5,12, 18, 26

15

7 10 20 30 35 40

7,35,15

10 20 30 40
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B+ stromy

Jsou modifikaci B-stromu tak, ze kli¢e jsou zopakovany v
naslednicich a listové stranky jsou navzajem propojeny
obousmeérnymi spojkami:

20 30

[~ T

7101518 2022 26 303540

o A
B+ stromy se pouZzivaji v modernich databazich jako forma
indexnich souboru (napf. dBase nebo FoxPro). Pfi klasickém
vyhledavani se postupuje prakticky stejné jako u obycCejnych B-
stromU. Dokonce ukazatele (diskové adresy dat) se nachazeji
jen v listech.

P e

V-

D, | D, |[D, | D, |D, |D; |Dg |Dg

B+ stromy jsou velmi vyhodné z hlediska vytvareni usporada-
nych pohledu na data. Staci prochazet listy stromu a tim
ziskavat data setfidéna podle konkrétniho kliCe.

Z duvodu optimalizace pfistupové doby koresponduji stranky
s diskovymi bloky (ms vs. ns).

Nevyhodou je opakovani kli¢u a slozitéjsi udrzba stroma.
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