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1 Uvod

LQ (linear — quadratic) je kvadraticky optimalni regulator pro linearni systémy. V této uloze budeme navrhovat
regulator, ktery fesi problém optimalniho pfechodu z daného stavu Xo do pocatku. (Optimalniho ve smyslu
minimalizace kvadratického kritéria.)

Princip optimality
Jestlize zvolime ztratovou funkei (kritérium), kterou minimalizujeme aditivni, tj. Ztrata fizeni v casovém
intervalu Tc =0, 1, ..., N-1 je souctem ztrat v dil¢ich intervalech T; =0, 1, ..., t-1a T¢ =0, 1, ..., N-1, miizeme

vyuzit tzv. princip optimality:

Jestlize optimalnim fizenim u na intervalu T; =0, 1, ..., t-1 pfivedeme systém do stavu x(k) a dale fidime
optimalné na intervalu T, =t, ..., N-1 je fizeni na celém intervalu Tc =0, 1, ..., N-1 optimalni.

Ztratova funkce a tvar regulatoru

Pro nasi ulohu zvolime ztratovou funkci ve tvaru:
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Potom lze princip optimality zapsat jako:
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kde optimalni hodnotu funkce V znacime V*.

Vidime, ze pti hledani optimalniho fizeni mizeme postupné samostatné minimalizovat kazdy ¢len ztratové
funkce pocinaje poslednim, ktery je roven:

V*(X(N),N):%XT(N)Q(N)X(N) 3)

P11 dalsim postupu (aplikaci principu optimality a minimalizace doplnénim na uplny ¢tverec) bychom zjistili, ze
optimalni hodnotu ztratové funkce lze vyjadiit jako kvadratickou formu stavu:

V(X)) = %xT (OPHX(M) @

a optimalni fidici posloupnost je:

u’(t) = =(R(t) + BT ()Pt +1)B()) " (ST () + BT (DP(t + D AD)X(Y) (5)
To lze interpretovat jako fzeni pomoci stavové zpétné vazby:

u’(t) = -K(@®x(t) (6)

kde K je tzv. Kalmanovo zesileni, které je v tomto piipadé Casoveé promeénné.



Riccatiho rovnice a ¢asové invariantni regulator

Prepiseme-li (2) pomoci zapisu minimalni hodnoty ztratové funkce kvadratickou formou (4), dostaneme
Riccatiho diferen¢ni rovnici. Pro stabilizovatelné systémy a N-1 — e konverguje feSeni Riccatiho rovnice ke
kvadratické formé P(t) — P, ktera je pozitivné semidefinitni a symetricka. Z toho ziskdme Kalmanovo zesileni
pro sice suboptimalni, ale zato ¢asove invariantni regulator:

K(t) » K =(R+B"PB)"B"PA )

Amplitudova a faizova bezpec¢nost
V jednorozmérném (SISO) piipade se frekvenéni

charakteristika oteviené regula¢ni smycky (9) vyhyba kruznici k = (S=1[-1, Qj], r = )),
kde
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z ¢ehoz plynou vztahy pro amplitudouvou a fazovou bezpecnost:
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2 ReSeni
Spojity systém s pfenosem

_ (s+5)(s—64)(s+28%35])
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G(s)

budeme chtit fidit pomoci diskrétniho stavového regulatoru. Proto provedeme diskretizaci (s periodou
vzorkovani T = 0,1s) a transformaci na stavovy model. Vysledkem je diskrétni systém:

[-1.0755 -0.5320 -0.1251 -0.0349 -0.0349] [0.0744 ]
0.5949 -1.1312 -0.1120 -0.2909 0.2659 0.3674
M =| 29395 03193 09442 -0.4247 0.3678 N ={0.5083
2.0331 12791 1.5951  0.8053  0.1647 0.2276
02276 0.2328  0.3206 0.3832  1.0140 | 10.0193 |
C=[0.2500 -0.0234 -0.3943 -2.0821 -2.4524] D =[0]

Nyni zvolime matice Q a R, které nam urci konkrétni tvar kritéria. Velké hodnoty v R oproti Q znamenaji, ze
preferujeme malou vynaloZenou energii na akeni zasah pred rychlosti ustaleni, pfi malych hodnotach v R
preferujeme rychlé ustaleni. Prvky na diagonalach matic vazi jednotlivé stavy nebo vstupy, ostatni prvky vazi
souciny ruznych stavii nebo vstupil navzajem.



Nekolik ptikladd, které vyzkousSime:

1. Chceme minimalizovat akéni zasah

R=[10]

Q
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2. Chceme minimalizovat dobu regulace

(10 0 0 0 O

0 10 0 0 0
Q=0 0 10 0 0|R=[]

0 0 0 10 0

0 0 0 0 10]

3. Chceme maly akéni zasah a prvni dve stavové
proménné se musi rychle ustalit

(10 0 0 0 O]
0 10 0 0 0
Q=|0 0 1 0 0|R=[10]
0 0 010
(0 0 0 0 1]
4. Zde neni Q diagonalni — vazime souciny
stavovych proménnych
[10 10 0 0 O]
10 10 0 0 0
Q=|0 0 10 0 10|R=[10]
0 0 0 1 0
0 0 10 0 10]

Matici K stavové zpétné vazby (Kalmanovo zesileni) ziskdme rekurentnim feSenim Riccatiho rovnice pro
dostate¢né velky pocatecni Cas. Jestlize se béhem feseni K uz prakticky neméni, nasli jsme limitni feSeni
Riccatiho rovnice a pouzijeme ho jako konstatni matici K regulatoru.

Na obrazku 1 je piiklad hledani K pro Qq, R.
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Zde je porovnani prubéhii akéniho zasahu regulatoru (diskrétni, zelend) a vystupu systému (modré) na prvnim
grafu a pribéhu stavovych veli¢in na druhém grafu:
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Na grafech je vidét (pozor na métitko, neni u vSech stejné) vliv velikosti prvkl matic Q a R, na rychlost méda
systému v uzaviené smycce a velikost akéniho zasahu. Vysledky jsou v souladu s pozadavky, podle kterych jsme
volili kritérium.

Dale porovname frekven¢ni charakteristiky oteviené smycky, tedy systému s pfenosem:

F(s)=K(Z-M)"'N
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obr. 9 — frekv. charakteristiky oteviené smycky
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Imag Axis

Pfifazeni barev jednotlivym charakteristikdm je nasledujici:

Priklad 1 — modr4, ptiklad 2 — zelen4, ptiklad 3 — Cervend, piiklad 4 — svétle modra.

Puntiky udéavaji hodnoty amplitudovych a fazovych bezpecnosti, jejichz hodnoty jesté pfesné uvadime

v nasledujici tabulce:

Priklad 1 Priklad 2 Priklad 3 Piklad 4
Amplitudova bezp. (dB) 3,71 2,39 5,62 3,57
Fazova bezp. ©) 30,9 23 26,4 23,9

Tyto hodnoty vSak nesouhlasi s teoreticky ocekavanymi vysledky. Podle [1] jsme spocitali amplitudové a fazové

tab. 1 — amplitudové a fazové bezpecnosti

bezpecnosti dle vztahti (8) a (9). Vysledky jsou v nasledujici tabulce:

Priklad 1 Priklad 2 Priklad 3 Piklad 4
Amplitudova bezp. (dB)| <-1,39, 1,66> <-0.80, 0.88> <1,17,135> <123, 144>
Fazova bezp. ©) 10,0 5,6 8,3 8,8

tab. 1 — amplitudové a fazové bezpecnosti — teorie

Tyto odhady navic vypadaji dost pesimisticky vzhledem k tomu, jak umirnéna byla volba kritérii (matic Q a R).

Kde je asi chyba?

Nakonec zbyva jesté porovnat poly uzaviené smycky, tedy vlastni ¢isla matice M-NK.

Priklad 1 Priklad 2 Priklad 3 Priklad 4
-0.6822 + 0.49501 -0.4638 + 0.0814i -0.6036 + 0.4161i -0.4607 + 0.09231
0.4263 + 0.6588i 0.1840 + 0.2262i 0.4327 + 0.6416i 0.5469 + 0.5374i

0.7336 0.6695 0.7337 0.2416

tab. 3 — pély uzaviené smycky

Pro prehlednost je znazornime v komplexni roving. Cim bliz je pol po¢atku, tim ma rychlejsi dynamiku.

priklad 1 - poly
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priklad 3 - poly priklad 4 - poly
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3 Zavér

Vyzkouseli jsme Ctyfi rizna nastaveni kriteridlni funkce, s riznymi pozadavky na chovani systému. Ovéfili jsme
na simulaci, ze vysledny regulator preferuje podle pozadavkt rychlost ustaleni ¢i velikost akéniho zasahu. Co
vsak nelze zajistit, je napt. dodrzeni pfedepsanych toleranci (vime sice, Zze chceme maly akéni zasah, ale
nemame moznost to zarucit). Stejné tak nevime, je-li mozné napf. omezit kmitavost vysledného pfechodového
déje, protoze nemame dopiedu predstavu o tom, jaké budou pdly uzaviené smycky.

Podminkou nalezeni LQ regulatoru je pouze stabilizovatelnost systému. I pesto je vhodné zaruéit rozumnou
amplitudovou a fazovou bezpecnost, ktera v ptipadé¢ nevhodné volby kriterialni funkce mize byt libovolné mala.
Pro to je v8ak nutné védét, jakym zptisobem volit matice Q a R. Zda se, Ze feSenim je nezadavat extrémné
vysoké rozdily hodnot mezi prvky Q a R. (Pro neznamou chybu nam ale teoreticky vypocet nevysel, viz.
amplitudova a fazova bezpecnost vyse).

Zajimavym porovnanim by bylo srovnani, jak moc se li$i chovani systému fizeného suboptimalnim regulatorem
s Casove stalou matici K, od piivodniho proménného K.
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5 Priloha
Reseni Riccatiho rovnice v Matlabu

%Soust ava

s =tf('s");

Gs = (s+5)*(s-64)*((s+28)"2 + 3572) /( ((s+1)”2 + 1072)*((s-1)"2 + 2572)*(s-3) );
[As, Bs, Cs, Ds] = ssdata(Gs);

Gss = ss(As, Bs, Cs, Ds);

% skretizace a prevod na stavovy nodel
Gd = c2d(Gss, 0.1)
[MNCD] = ssdata(&d);

%/adhové matice

%) = diag([1e0 1e0 1e0 1e0 1e0]);

Q=1[1el 1e1 00 0; 1el 1e1 0 0 0; 0 0 1e1 0 1el; 000 1 0; 0 O 1el O 1lel];
R = 1e0;

%xeSeni Riccatiho rovnice
%ocat ecni hodnot a

P=Q
%ori zont optimalizace (dostatecn& vel ky, teoreticky ma byt nekonecno)
hor = 80;

%ol e pro zaznam hodnot Kal manova zesileni menicich se s casem
Kpr = zeros(5, hor);

9%Rekur zi vni vypocet, dokud nedojdene dot =0
for t =hor : -1: 1

K=inv(R+ N*P*N)*N *P*M
P=M*PPM+ Q- M*P*NK;
Kpr (:,t) =K

end

%/ykresli prab&h Kal manova zesil eni
figure(l);
pl ot (Kpr');

Simulaéni schéma pro Simulink
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