Spolehlivost a komplexni fizeni jakosti

21. kvétna 2003

Pracovni verze ptikladd pocitanych na cvicenich
Priklad 1 (Hospoda) Na pil cesty mezi dvémi hospodami je autobusovd zastavka. Autobusy

jezdi z jedné hospody do druhé v pravidelnych intervalech. Ndsoska chodi pravidelné na zastdvku a
odjizdi prunim autobusem do hospody. Po roce si vsiml, Ze do jedné z hospod chodi castéji. Jak je

to mozné? - - e
svetle pivo }7 zastavka }7 tmavé pivo

bydlisté ndsosky ‘

Priklad 2 (Véze) Jakd je pravdépodobnost, Ze se nahodné rozloZenych 8 véZi na Sachovnici neo-
hrozuje?

Priklad 3 (Soucet kostek) Méjme 3 hraci kostky. Jakd je pravdépodobnost, Ze hodime jednim
vrhem soucet vétsi nez 107

vy

Piiklad 4 (Porovnani kostek) Co je pravdépodobnéjsi: hodit 1 kostkou 4 hody aspori jednou
Sestku nebo 2 kostkami 24 hody aspon jednou dvé Sestky?

P¥iklad 5 (Zarovky) Jakd je pravdépodobnost, Ze bude svitit aspori jedna Zdrovka? Pravdépo-

dobnost, Ze Zdrovka sviti je p = 0.7.

Piiklad 6 (Manzelé) Na ples prislo n pdri. Jakd je pravdépodobnost, Ze pFi damské volence
spolu tanci aspot jeden manZelsky pdr za predpokladu ndhodné volby taneéniki?



» Priklad 7 (Sraz) Dwva prdtelé si daji sraz mezi 17:00 a 18:00. Pfijdou nahodné a cekaji na sebe
15 minut. Jakd je pravdépodobnost, Ze se setkaji.

» Priklad 8 (V§tah) Vitah
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1 Zakladni statistické pojmy

Def: Statistiska jednotka : elementarni prvek statistického souboru, na kterém pozorujeme
vlastnosti, které nas z hlediska ucelu statistického zkouméani zajimaji

Def: Statisticky soubor : soubor statistickych jednotek.

Def: Rozsah statistického souboru: pocet statistickych jednotek ve statistickém souboru.

2 Zakladni charakteristiky



2.1 Momenty

Podéateéni moment k-tého stupné :

2.2 Pruaméry

Zakladni vlastnosti, kterou se budeme zabyvat jsou pruméry. Nejbéznéjsi je tzv. aritmeticky
prumeér:

a harmonicky prumeér:
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Obecny prumér k-tého stupné (pro k # 0) lze vyjadfit vzorcem:
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Aritmeticky primeér je jediny, ktery nevyzaduje splnéni podminky z; > 0! Je zfejmé, Zze hodnota
priiméru je zavisla na konkrétné zvolené hodnoté k. Cim je k vétsi, tim je vétsi My

V1 < ko : Mk1 < Mk2



2.3 Vlastnosti aritmetického praumeéru

e soucet odchylek od aritmetického primeéru je roven 0:
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2.4 Rozptyl

Druhy centralni moment :

n
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Lemma: ,Rozptyl = prumér kvadratt - kvadrat praméru.“
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Lemma: Mezi pocatecnimi a centrovanymi momenty plati vztah :
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2.5 Cetnosti a spojity pripad

Casto se setkavame s piipady, kdy jsou jednotlivym prvkiim statistického souboru z; jsou piifazeny
¢etnosti vyskytu n;. Pak lze obecny vzorec primeéru napsat takto :
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3 Charakteristiky spolehlivosti

Piiklad: Naleznéte vztah pro vypocet pravdépodobnosti bezporuchového provozu z intenzity.
Priklad: Naleznéte vztah pro vypocet stfedni doby bezporuchového provozu Ty z pravdépodob-
nosti bezporuchového provozu R(t).

Piiklad: Predpoklddejme nyni stroj, ktery se poroucha ctyfikrat za tyden. Jaka je doba Tj
zarucujici, ze pravdépodobnost bezporuchového provozu je 3 = R(1p) = 0.997

Priklad: Mame systém s intenzitou poruch danou Weibullovym rozdélenim s m = i. Intenzita
poruch v éase t =1 je \(1) = % Urcete stfedni dobu poruch tohoto systému.



Priklad: Intenzita poruch daného systému je dana pribéhem na obrazku. Spocitejte pravdépo-
dobnost bezporuchového provozu R(t) v éase t=150.
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Priklad: Pro systém se stejnou intenzitou poruch, jako v pfedchozim pfikladu, uréete ¢as 7, pro
ktery R(7) = 0.6.

Spolehlivost soustav

Predpoklad : kazdy prvek i kazda soustava se nachéazeji vzdy v jednom ze stavi : bezporuchovém
stavu nebo ve stavu poruchy. Pro elektrické obvody pouZivame ti¥i stavy : bezporuchovy
porucha zkratem, porucha prerusenim.

Priklad 9 (Pravdépodobnost bezporuchového provozu - sériové) Vypoctéte  pravdépo-
dobnost bezporuchového provozu soustavy, R = ? Pravdépodobnost bezporuchového provozu jedné

diody je p, diody jsou stejné.

Piiklad 10 (Pravdépodobnost bezporuchového provozu - paralelni) Vypoctéte prav-
dépodobnost bezporuchového provozu soustavy. Pravdépodobnost bezporuchového provozu jedné
diody je p, diody jsou stejné.

Priklad 11 (Pravdépodobnost bezporuchového provozu - sérioparalelni) Vypoctéte
pravdéepodobnost bezporuchového provozu soustavy. Pravdépodobnost bezporuchového provozu
jedné diody je p, diody jsou stejné.

oot



» Priklad 12 (Pravdépodobnost bezporuchového provozu - sérioparalelni) Vypoctéte
pravdépodobnost bezporuchového provozu soustavy.
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Soustava m z n

n prvkl soustavy, m musi spravné pracovat - bezporuchovy stav
(™) paralelnich spojii mezi vstup/vystup
Prvky shodné, nezéavislé = binomické rozdéleni.

e Pravdépodobnost bezporuchového stavu pravé m prvki z n
Fmon,p) = () - pynm
) b m N

e Pravdépodobnost bezporuchového stavu nejméné m prvka z n
n n n
R= k = B —p)n k.
> flhon,p) =Y <k>p (1—p)
k=m k=m

e m = 1 paralelni soustava.

e m = n sériova soustava.

» Piiklad 13 (Ocelové lano - soustava m z n) Ocelové lano ma 4 vldkna, sprdvnd sprdvnd
funkénost je zajisténd pokud nejsou pretrzena alesporn dvé vidkna. n = 4; m = 2; Pravdépodobnost
nepfetrzent jednoho vldkna je p=0.9; R =7



» Priklad 14 (Kombinované soustavy - metoda seznamu)

@) Pla)="3; P() = 2; P(o)=P(d) =5 Ple) = <
P = P(e) =p; R ="

» Priklad 15 (Kombinované soustavy - metoda rozkladu) zaddni viz predchozi priklad b)

» Priklad 16 (Kombinované soustavy - metoda rozkladu) R =?

» Priklad 17 (Soustavy) R =7



Metoda drah a fezu

Vhodnéa pro vypocet pravdépodobnosti bezporuchového provozu soustav, ve kterych nenastavaji
zavislé poruchy.

Sled : posloupnost hran, ke které lze najit takovou posloupnost uzli, Ze pro kazdou hranu je
odpovidajici uzel uzlem vstupnim a nasledujici uzel uzlem vystupnim.

Draha (Minimalni sled) : takovy sled ve kterém jsou vSechny uzly rizné (obsahuje minimalni
pocet hran).

Hranovy ez : mnozina hran grafu, ze kterych je alesponi jedna hrana obsaZena v kazdé draze
ze vstupniho do vystupniho uzlu grafu. Odstranéni hran fezu z grafu znamena preruseni vSech
drah mezi vstupem a vystupem.

Minimalni Fez : fez, ktery obsahuje minimélni pocet hran.

Jestlize ma soustava ¢ drah mezi vstupem a vystupem, potom je spojeni mezi vstupem a
vystupem tehdy, kdyz alespon jedna draha je bez poruchy.

R=PTi+Ta+...+T;), kde T; je bezporuchovy stav drahy i
Porucha soustavy nastane, jestlize se z grafu soustavy odstrani alespon jeden minimalni fez.

Q=P(C1+Co+...4Cj), kde C; je porucha minimdlniho Yezu j

P(A+B+C) = P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC)
P(A+B+C) < P(A)+P(B)+ P(C)

Aproximace :
R < P(N)+P(D)+...4+ P(T)
Q < P(C))+P(Cq) +...+PC)
R > 1-P(Cy)+PCy)+...+PC))

» Piiklad 18 (Soustava) Naleznéte sledy, minimdlni sledy, fezy a minimdlni Tezy.

X3 X4

» Piiklad 19 (Soustavy) R =?



» Piiklad 20 (Soustavy s vice stavy prvku - sériové) soustava je funkéni kdyz se celd chovd
jako dioda, pravdépodobnost zkratu pz, pravdépodobnost preruseni pp, pravdépodobnost spravné
funkénosti p, p+ pz + pp = 1, diody jsou identicke.

>

» Priklad 21 (Soustavy s vice stavy prvku - paralelni) soustava je funkcni kdyz se celd chovd
jako dioda, pravdépodobnost zkratu pz, pravdépodobnost preruseni pp, pravdépodobnost sprdvné
funkénosti p, p+ pz + pp = 1, diody jsou identicke.

L;’i
» Priklad 22 (Dva stavy prvkua) Pravdépodobnost bezporuchového provozu prvku i je R; = e~

Jakd je pravdépodobnost bezporuchového provozu celé soustavy R(t) =7 a R(10) =7¢
A =0,9%X=0,8X3=0,724=0,9 X5 =0,8, X6 =0,9

At

» Priklad 23 (zalohovani soustav)

a)zdlohovdni celého systému vsechny prvky stejné, R, =7

ONe)
\

5

b) zdlohovdni kazdého prvku vSechny prvky stejné, Ry =7.

O O
O O
\

c) Je vétsi R, nebo Ry ?
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» Priklad 24 (Majoritni zalohovani) Soustava md lichy pocet proki (2n+1), spravnd funkénost
je zarucena funguje-li alespon n prvki. Jakd je pravdépodobnost bezporuchového provozu soustavy
R =7 Pro jakd p md smysl pouzivat majoritni zdlohovdni?

N
N
N

Zalohovani s prepinanim

Také se pouziva nazev zalohovani s okamzitou ndhradou nebo s okamzitou obnovou
Predpoklada se, ze prepinac¢ umi rozpoznat poruchu a samocinné prepina. Nastane kratkodobé
preruseni, které musi byt pripustné.

Pro soustavu ze shodnych a nezavislych prvki, kde prvky v zdloze nestarnou, je pravdépodobnost
m poruch dana Poissonovym rozdélenim

am
flmya) = —e™* m=0,1,,...
m!

Pri Casové zavislych pravdépodobnostech je vypocet slozity a s vyhodou se pouzivaji Markovy
modely.

4 Teorie obnovy

4.1 Systémy s okamzitou obnovou

Priklad: Maéame systém s exponencidlnim rozdélenim poruch. Jak4 je pravdépodobnost, Ze do
¢asu t nastanou pravé 3 poruchy za predpokladu, ze oprava kazdé poruchy trva nulovou dobu ?

11



4.2 Systémy s kone¢nou dobou obnovy

Pi#iklad: Mame sytém s distribuéni funkei poruch F(t) = 1 — e~ a s distribu¢ni funkci oprav

G(t) =1 — e Pt Jaka je pravdépodobnost, Ze druhd porucha nastane v ¢ase mensim nebo rovném
t? (Fp2) Jaka je tato pravdépodobnost pro A = 0,01, 5 =0,1 a t = 6007

Markovovy modely

Vypocet spolehlivosti opravovanych soustav nebo soustav se zalohovanim byva slozity. Pokud
maji doby poruch a doby obnov exponencidlni rozdéleni, je vyhodné pouzit Markoviv model.
V teorii Markovovych procesii se omezime na zakladni vlastnosti potfebné pro vypocet spolehlivosti
soustav, teorie Markovovych procesu je popsana v pocetné literatufre.

Markovovy modely jsou funkce dvou ndhodnych proménnych, stavu soustavy a doby nebo jiné
veli¢iny, v zavislosti na které stav sledujeme. Obé veli¢iny mohou byt spojité nebo diskrétni, tomu
odpovidaji ¢tyti druhy modeli.

Def: Markovuv fetézec : model s diskrétnimi stavy a diskrétnim casem.

Def: Markovav proces : model s diskrétnimi stavy a spojitym casem.

Def: Markovav model : mnozina pravdépodobnosti udéavajicich pravdépodobnost piechodu
z néjakého vychoziho stavu do néjakého nasledujiciho stavu. Pravdépodobnost zavisi pouze na
téchto dvou stavech a je zcela nezavisla na vSech minulych stavech, kterymi proces prosel.

Pro sestaveni Markovova modelu se nejprve definuji vzadjemné se vylucujici stavy soustavy.
Soustava Markovovych stavovych rovnic popisuje pravdépodobnostni prechody z pocatec¢nich stavi
do kone¢nych stavi. Za predpokladi :

1. Pravdépodobnost pfechodu z jednoho stavu do jiného v ¢asovém intervalu At je rovna souc¢inu
Ai(t) - At, kde \;(t) je intenzita pravdépodobnosti pfechodu (hazard) pfislusnd ke dvéma
staviim, mezi kterymi prechod probiha.

2. Pravdépodobnosti vice nez jednoho prechodu v ¢asovém intervalu At jsou fadové mensi a lze
je zanedbat.

Def: Homogenni model : vSechna \;(t) = A; jsou konstantni.
Def: Nehomogenni model : néktera \;(t) je funkei ¢asu.

Markovovy modely lze nazorné vyjadrit orientovanym grafem (Markoviv graf). Uzly grafu
predstavuji stavy soustavy, orientované hrany grafu oznacené pravdépodobnostmi prechodu udavaji
mozné piechody.

Mé¢jme soustavu s jedinym neopravitelnym prvkem. Pravdépodobnost bezporuchového stavu
x v Case t + At oznaéme P,(t + At). Podobné pravdépodobnost, ze soustava bude v poruchovém
stavu T oznacime Pg(t + At).

AN
1A A

& 5D

Markovuv graf
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Pro pravdépodobnosti jednotlivych stavi napiSeme rovnice

P.(t+At) = (1= Xt)AL) - Py(t),
Pe(t+ At) = XAt P(t) + Px(t),

které prepiseme do maticové rovnice

] - [ )

Ziskame matici pravdépodobnosti prechodu, kterou lze sestavit pfimo z Markovova grafu. Rovnice
lze upravit na tvar :

P(t + At) — Py(t)

Py(t + At) — Pg(t)
o APL(1)
Zavedenim limity pro At — 0
. Pp(t+ At) = Py(t)
AT A - 0RO,
. Ps(t+ At) — Pg(t)
o, T AP0

ziskdme soustavu diferencialnich rovnic

B, = —A®)P(t),
Py = AOP(1).

Obvyklé pocateéni podminky jsou P,(0) = 1 a Pz(0) = 0. Prvni rovnici lze fesit samostatné

e~ A0PR)
P;(t)dpm — @
WmPy(t) — K /t—)\(t)dt,

P(t) = Ke—(.)/kfk(t)dt‘

Dosazenim P,(0) = 1 ziskdme vztah pro pravdépodobnost bezporuchového provozu
R(t) = Py(t) = elo 2Ot
Resenim druhé rovnice dostaneme
Q(t) = Ps(t) = 1 — efo A0

Pro A(t) = A vyjadifime soustavu diferencidlnich rovnic maticovym zapisem

| =20 P.(t)

N A0 Ps(t) |-

Ziskdme matici intenzit. Matice intenzit neni stochasticka, soucet prvki v kazdém sloupci je roven
nule. Matici intenzit 1ze také napsat pfimo z Markovova grafu.

Py (t)
Px(t)

13



Priklad 25 (Soustava 2 prvky, kazdy prvek 2 stavy) Méjme soustavu se dvéma neopravi-
telngmi proky (X a Y), kazdy prvek md dva stavy (bezporuchovy stav, porucha), intenzita poruch
je pro oba prvky stejnd a konstantni \i(t) = X. Prechod ze stavu XY do stavu XY se nepredpo-
kldda a prakticky nenastane. Nakreslete Markoviv graf, sestavte matici pravdépodobnosti prechodu
a matict intenzit.

Slucovani stava

Slozitost Markovova modelu zavisi na poc¢tu stavi soustavy. Soustava s m stavy bude popsana
m diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu. Pro soustavu s n dvoustavovymi prvky je pocet stavi
soustavy m = 2". Obecné pro prvky s k£ moznymi stavy je m = k™. Pocet diferencidlnich rovnic
roste velmi rychle. P¥i vypoctu bezporuchovosti soustavy miizeme rozliSovat pouze stavy urcené
poc¢tem porouchanych prvku a nezajimat se o to, které prvky maji poruchu. Pocet stavi soustavy
a pocet diferencilnich rovnic se tim zmensi z 2" na n + 1. ZjednodusSeni ukdzeme na predchozim
piikladé. Stavy XY, XY sloué¢ime do jediného stavu XY + XY

2L At A At

XY XY+XY
1A

Ze stavu XY do stavu XY 4+ XY se lze dostat bud poruchou prvku X nebo poruchou prvku Y, proto
pravdépodobnosti piechodu s¢itame. Ze stavu XY 4+ XY do stavu XY se dostane v piipadé, ze
zbyly prvek budu mit poruchu, proto je pravdépodobnost pfechodu rovna AAt (pouze jeden z nich
muZe mit poruchu). Snadno lze nahlédnout, ze aby doslo k zjednoduSeni museji byt intenzity ze
stavit XY nebo XY do XY stejné. Intenzity ze stavu XY do stavu XY a XY mohou byt rtizné.

Priklad 26 (Zalohovani s prepinanim) M¢éjme soustavu se zdlohovanim prepindnim, prvek
v zdloze nestarne. Pri poruse prvku X dojde k prepnuti na prvek Y. U prvku Y tedy nenastane
porucha drive nez u prvku X. Intenzita poruchy prvku X je A1 a intenzita poruchy prvku 'Y je Ao.
Nakreslete Markoviv graf.
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» Priklad 27 (Soustava s opravou) Méjme jedno prvkovou soustavu s opravou. Porucha na-
stdvd s intenzitou A a porouchany prvek je opraven s intenzitou p. Nakreslete Markoviv graf,
sestavte matici intenzit a vypoctéte pravdeépodobnost bezporuchového provozu a pravdépodobnost
poruchy v case t Py(t) =7 a Py =7 pro pocdteéni podminky P,(0) =1 a Pz(0) = 0.

—Q— i ... oprava

A ... porucha

» Priklad 28 (Zalohovani s prepinanim) Méjme dvou prvkou soustavu s prfepindnim a opra-
vou. Prvky jsou identické a prvek v zdloze nestdrne. Pri opravé jsou opraveny vsechny prvky a
soustava je prepnuta na prvnt prvek. Intenzita poruch je A a intenzita oprav je pu. Nakreslete Mar-
koviv graf.

j/ ... oprava
A ... porucha

» Priklad 29 (Zalohovani s prepinanim opravou) Méjme soustavu s 2 deskami, pokud md
jedna deska poruchu prepne se na druhou. Deska je vymeénéna s intenzitou u, kdyzZ je porucha
desky. Deska je sloZena z jedné Zdrovky a dvou pojistek. V pripadé, Ze dojde k poruse jedné
pojistky dojde k prepnuti na druhou pojistku. Deska md poruchu v pripade, Ze Zdrovka md poruchu
nebo obé pojistky maji poruchu. Pojistky jsou identické a obé desky jsou takée identické. Intenzita
poruchy Zarovky je A, intenzita poruchy pojistky je v a intenzita oprav je p. Nakreslete Markoviv
graf a sestavte matici intenzit.
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oprava
porucha Zdrovky
porucha pojistky



