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Predmluva

Tato otazka pokryva Siroky okruh problematiky nelinedrnich systému a adaptivniho
fizeni. Posledni problematiku jsem v tomto piechledu zdmérné vynechal, ostatni podotazky
prekladam pouze stru¢nou s spiSe intuitivni formou s minimem matematickych definici. Pro
hlubsi porozuméni nezbyva nic jiného, nez si danou problematiku prostudovat, nejlépe v [1].

1.Uvod

Rozdily mezi linearnim a nelinearnim systémem

Nelinearni dynamické systémy (NDS)— neplati princip superpozice, nelze vyuzit
operatorovych a frekvencénich metod. Chovani NDS zavisi na typu signalu a jeho
parametrech.

2. Analyza ve stavovém prostor u

Analyzou rozumime vySetfeni vlastnosti a chovani (Casovou odezvu) systému, mezi
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2.1 Autonomni systéemy

Jsou nebuzené a zavisi pouze na stavu, viz. X = f (x) Ustalené stavy jsou rovnovazné,
periodické nebo kvaziperiodicke.

Rovnovazné stavy (RS) se nazyvgi také klidové stavy nebo singularni body
diferencialni rovnice. Rovnovazny stav muze byt stabilni ¢i nestabilni. V RS jsou vSechny
derivace nulové, takze RS ziskame, polozime-lix = 0. Tim ziskdme soustavu algebraickych
nebo transcedentnich rovnic f(x) =0 a realné feseni této soustavy ur¢i RS. Soustavu fe§ime
analyticky (pouze jednoduché piipady), graficky (systémy do druhého taddu) a numericky
(ptikazi fsolve, fsolve2, fzero v Matlabu).

Periodicka FeSeni nebo periodické ustdené stavy se u neinearnich autonomnich
systémtll nazyvaji samobuzené kmity nebo autooscilace a mohou byt stabilni ¢i nestabilni. Ve
stavovém prostoru jsou reprezentovany izolovanymi uzavienymi trajektoriemi, kterym fikame
limitni nebo mezni cykly. Urleni existence a stability meznich cykli je naro¢néjsi nez
metody pro uréovani rovnovaznych stavl. Zde tyto metody neuvadime (kromé metody

ekvivalentnich pfenost - kapitola 2.3), ani jedna znich neni univerzalni, ¢asto se musi
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Kvazioperiodické reSeni vznikaji u autonomnich systéml pouze vzacné a proto si
jejich vlastnosti ukdzeme az u systému neautonomnich.

Chaotické chovani - u autonomnich systému se spojitym ¢asem mize chaos nastat od
3. fadu vyse.

2.2 Neautonomni systémy

Neautonomni systémy mohou byt nebuzené t-variantni x = f (t, X) nebo buzené t-
invariantni x = f (x,u) nebo buzenét-variantni x = f (t,x,u).

Rovnovazné stavy - stejné jako u autonomniho systému.

Periodicka FeSeni - mohou byt velmi rozmanita. Budime-li nelinedrni systém napf.
harmonickym signdlem speriodou T, bude na vystupu signal, ktery mize obsahovat vyssi
harmonické (ultraharmonické kmity). Casto se v§ak na vystupu mohou tzv. subharmonické
kmity, kdy perioda vystupu je nasobkem budici periody T. Tyto jevy nemohou nastat u
linedrnich systémi.

Kvazioperiodické feSeni lze vyjadfit souctem periodickych feSeni. Frekvence
periodickych teseni (kmit) je dana rtznymi soucty nebo rozdily konecné mnoziny
zakladnich frekvencich.

Chaotické chovani se mize objevovat jiz od druhého fadu u systému se spojitym
Casem.

2.3 Metoda ekvivalentnich prrenosi

Metoda umoziuje piedevsim stanovit existenci meznich cykli, jejich pocet a stabilitu.
Budeme vysetfovat pouze existenci periodickych ustalenych stavli autonomnich systému s
jednou oddélenou staciondrni nelinearitou a s linedrnima ¢leny, soustfedénymi do c¢lenu
G(jw). Budeme piedpokladat, ze linearni ¢len filtruje vy$$i harmonické signalu €2, takze na
vystupu linearniho prvku a tim také na vstupu nelinearity bude pfitomna jen prvni harmonicka
z vystupu signalu nelinearity. Za téchto pfedpokladii mizeme definovat tzv. ekvivalentni
ptenos N nelinearniho prvku jako pomér prvni harmonické vystupu €2 k sinovému signalu el
navstupu linearity.
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Obrazek 1. Definice ekvivalentniho pifenosu

Pii vySetfovani existence autooscilaci v obvodu pak nahradime nelinedrni clen
ekvivaletnim pfenosem N a sestavime charakteristickou rovnici obvodu NG+1=0, kterou
feSime analogickymi metodami, pouzivanymi v teorii linedrnich systémd.



3. Ljapunovy metody stabilizace

3.1 Definice ljapunovskeé stability

Piredpoklady: UvaZzujme cCasové variantni nelinedrni  systém X = f (t, X) .
Piedpokladejme, Ze systém ma jednozna¢né feSeni pii kazdé pocatecni podmince X(tp)=Xo.
Dale budeme piedpokladat, ze systém ma stacionarni feSeni Xs, pro které plati f(t,xs)=0 pro
vSechny t>=0.

Definice: Rovnovazny stav je ljapunovsky stabilni, jestlize pro kazdé €>0 a kazdé to
existuje takové Cislo >0, ze pro vSechna feseni s poc¢ateéni podminkou Xp vyhovujici vztahu
%o = Xs| < & apro vechnat>=0 plati:

[x(t;t0, %, = Xs|| <€

Definice fika, Ze rovnovazny stav je stabilni, jestlize po malém vychyleni z tohoto
stavu zlstane trajektorie systému v € okoli rovnovazného stavu. Definice se tyka jen chovani
v blizkém okoli RS (tzv. stabilita v malém, mistni,lokalni stabilita), protoZe nevime predem,
jak velké & bude odpovidat €. Podle této definice nemusi trgjektorie systému konvergovat do
RS, ale miize setrvavat libovolné blizko.

Obrazek 2. Grafické zndzornéni ljapunovské stability

Definice:  Rovnovazny stav X5 je kvaziasymptoticky stabilni, jestlize
plati:  |mX(t.to, %,) = X,neboli trajektorie konverguje do rovnovazného stavu Xs, ovsem

to oo

trajektorie miize béhem své cesty do Xspresahnout -prstenec.

Definice: Rovnovazny stav Xs je asymptoticky stabilni, jestlize je ljapunovsky
stabilni a zaroven kvaziasymptoticky stabilni.
3.2 Prvni ljapunova metoda

Jedna se o feSeni lokalni stability RS nelinearnich systému pomoci linearizace
v blizkém okoli téchto RS. Uvazujme autonomni systétm X= f(X) a jeho libovolny



rovnovazny stav Xs=(X1,X2,..,X,). Pfedpokladejme, Ze funkce f=(f1,f2,....f,) je spojita a spojité
diferencovatelnd v bodé xs. Rozvedeme f v Taylorovu fadu kolem Xs. Protoze v rovnovazném
stavu je f(xs)=0, dostaneme pii zanedbani ¢lent vyssiho fadu vztahy:
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nebo v maticovém tvaru
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je Jacobiho matice funkce f vy¢islena v RS Xs.

Zavedeme-li za odchylku x-xs od RS novou proménnou z, je

z=Az
rovnice linearizace kolem RS Xs. Stabilitu lze pak vysetfit metodami pouzivanymi pro feseni
stability linedrnich systému.

3.3 Druhaljapunova metoda

Pfiméd nebo také druha ljapunova metoda umoziiuje posoudit stabilitu nebo
asymptotickou stabilitu v maém i ve velkém u linearnich i nelinearnich autonomnich i
neautonomnich systémi. Metoda obchézi feSeni nelinearnich diferencialnich rovnic hledanim
tzv. ljapunovskych funkeci, které jsou matematickym zobecnénim zakladniho fyzikalniho
principu, jimiz je pokles celkové energie izolovaného systému. Je-li RS systému
asymptoticky stabilni, pak pii pohybu po trajektorii se akumulovana energie systému s
rostoucim Casem zmensuje a své minimalni hodnoty dosdhne v RS. Ljapunova metoda
spociva v nalezeni vhodné funkce, kterou si 1ze ptedstavit jako zobecnénou energii.

Definice: Ljapunovské funkce je takova redna funkce V(x) definovana na oblasti
Q={xOR", ||X|| < B, B >0}, ktera splituje nasledujici podminky:

a) Jespojithaméspojité prvni parcidni derivace v oblasti Q kolem pocatku

b) Je positivné definitni v Q

¢) Casova derivace V(X) podél feseni autonomniho systému je negativné definitni nebo
negativné semidefinitni v Q.



Ljapunovo kritérium - Existuje-li k danému systému pozitivné definitni funkce v
oblasti Q aje-li tam V(x) negativné semidefinitni (resp. negativné definitni), je rovnovazny
stav xs=0 ljapunovsky stabilni (resp. asymptoticky stabilni) v Q.

Musime zdUraznit, ze zatim neexistuje jednoduchd a spolehlivd metoda, ktera by
umoznila stanovit vhodnou ljapunovu funkci pro libovolny nelinedrni systém. Volba
ljapunovi funkce ve tvaru kvadratické formy, kterd v ptipad¢ linedrnich systému dostacuje, v
nelinearnich ptipadech selhava. Pro nelinedrni systémy bylo navrzeno mnoho specialnich
metod generovani V(X) a nékteré metody obecné. Zde neuvadime zadnou metodu pro jejich
vSeobecnou sloZitost.

4. M etody syntezi

Ukolem syntezi je navrhnout k nelinearni soustavé vhodny linearni ¢i nelinedrni
regulator, ktery by zajistil splnéni pozadavkil na zddané chovani uzavieného obvodu. Bude-li
cilem fizeni stabilni chovani a vhodna dynamika pii velkych rychlostech a pracovnich
rozsazich, je vétSinou nutné nelinearni fizeni.

Velmi Casto se snazime néjakym vhodnym zpiisobem systém zlinearizovat, protoze
metody fizeni linedrnich systému jsou podrobné rozpracovany a umoziluji relativné
jednoduchy navrh fidiciho obvodu.

4.1 Exaktni linearizace

Jde o nejobecnéjsi zplsob linearizace systému, ktera se také casto nazyva
zpétnovazebni linearizace. Zakladni princip metody spocivd ve snaze vykompenzovat
nelinearity systému jinymi nelinearitami a prevést je tak na linedrni systém. Kompenzace
nelinearit mize byt ¢astecnd nebo Uplna a lze ji provést bud” globalné v celém stavovém
prostoru nebo lokalné¢ v urcité oblasti, ktera vSak muze byt podstatné vétsi nez je piipustna
oblast pfi linearizaci kolem pracovniho bodu. Metody exaktnich linearizaci mizeme rozdélit

do dvou skupin.

systém mezi vstupem a vSemi jeho stavy. Druhou skupinou tvoii metody linearizace vstup-
vystup, které jsou teoreticky jednodussi. Pro linearizaci nelinedrniho systému vétSinou
pouzivamenejen transformaci stavi, ale také musime zavést vhodné piimé a zpétné nelinearni
vazby (proto se také pouziva nazev zpétnovazebni linearizace).

Pro linearizaci vyuzivame poznatkli a definic z teorie diferencialni geometrie, kterou
muzeme velmi efektné popsat pomoci tzv. Lieovi algebry. Pro pfedstavu, Lieova derivace
definuje derivaci skalarniho pole vzhledem k vektorovému, Lieova zavorka je derivace
vektorového pole vzhledem k vektprovému poli. Pomoci téchto a dalSich pojmi je velmi
usporn¢ popsana metoda exaktni linearizace. V metod¢ exaktni lenearizace je skrytd také
zobecnénd podminka fiditelnosti pro nelinearni systémy a také diky zavedeni zpétné vazby od
stavu mizeme pouzit linearni stavovy reguldtor pro syntézu nelinearniho systému.



5. MIMO, diskrétni systémy

Analogie definic a teorii z ptfedesSlych kapitol plati 1 pro tiidu MIMO a diskrétnich
systtmid. U MIMO systémi pracujeme s maticemi ptrenost, u diskrétnich systému s
diskrétnim C¢asem.

6. Chaos

Nékteré nelinearni systémy nedosahnou v nekone¢ném case ustdleného chovéni, ale
trvale méni nepravidelnym zpusobem (chaoticky) svoje stavové proménné. Chovani je
podobnému nahodnému, ale systém je popsan striktné¢ deterministicky a neuvazuje se
ngistota ani ve vstupu ani vmodelu systému. Proto se tento typ chovani nazyva
deterministicky chaos. Chaotické chovani je ohrani¢ené, neni periodické, podoba se
nahodnému. Je vysoce citlivé na zménu pocatecnich podminek, i pfi nepatrné zméné se
odezvy po urcité dob¢€ znacné 1isi.

Teprve v roce 1963 meteorolog Lorenz s pomoci pocitate ukazal, ze u systémi tii
relativné jednoduchych nelinearnich rovnic mohou pii vhodné kombinaci parametrii
vzniknout chaotické atraktory - viz. zndmy Lorenziv atraktor (atraktorem miize byt bod,
ktivka v prostoru, oba objekty atrahuji (pfitahuji) trajektorii systému). Hodnoceni chaosu bylo
az donedavna v vylu¢né negativni. Teprve v poslednich letech se poukazuje také na vyhodné
vlastnosti systémt s chaotickym chovanim. Chaos dovoluje lepsi absorpci energie a hybnosti,
umoziuje michani, je spojovan se zdravou aktivitou narozdil od periodického chovéani nebo
stacionarniho stavu spojovanych s ukoncenim aktivity.

Poznamka: U diskrétnich systému muze nastat chaotické chovani jiz u systému prvniho fadu.

7. Teorie katastrof

Vychazi s teorie bifurkaci. Tato oblast systematicky studuje kvalitativni zmény feSeni
diferencialnich rovnic nebo diferencnich rovnic, méni-li se jeden nebo vice parametrt (tzv.
fidicich parametri). Pfi urcitych hodnotach téchto parametri dochazi k bifurkacim
("rozdélenim"), které se projevuji strukturdlnimi zménami v systému. Teorie bifurkaci vede k
rozlozeni parametri na oblasti, ve kterych nedochézi k bifurkacim (a systém je stabilni) a na
hranice mezi nimi, na nichz bifurkace nastdvaji. Pfiklad bifurkace uvedeme na systému
x= f(x,a)s jednim proménnym parametrem 0. Rovnovazné stavy X{a) budou zavislé na

hodnot& parametru a. Naptiklad systém X =a — x* ma dva rovnovazné stavy X, = +Ja . Pro
0<0 neni Zadny rovnovazny stav, pro a>0 jsou dva, jeden stabilni + Ja ajeden nestabilni

~Ja . Vidime, ze s proménnym parametrem o se méni struktura (stabilita) systému - vznika
nebo zanika par periodickych orbit.



v
Obréazek 3. Te¢nd bifurkace

Zakladatelem teorie katastrof je francouzsky matematik René Thom. Zabyval se
zejména studiem zmén tvard v biologii. pro které vyuzil globalni a analytické vysledky teorie
singularit hladkych zobrazeni. Z teorie singularit je znamo, ze pozvolnd spojitd zména
parametrl vyvolava Casto rychlou zménu stavu, coz je obvykle oznacovano jako skok. Thom
nazval pon¢kud nadnesené tyto skokové zmény katastrofami a teorii singularit spolu s jejimi
aplikacemi teorii katastrof. V uz§im slova smyslu je cilem teorii katastrof popis rychlych
zmén v chovani dynamickych systémi. Tato tzv. elementérni teorie katastrof studuje
bifurkacni jevy piedev§im u gradientnich systémd, které jsou vytvafeny pomoci potencidlu,
zéavislého na fidicich parametrech.
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