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Tomáš Hlavatý, xhlavaty@fel.cvut.cz

Leden 2000

Softcomputing: Základy fuzzy množin, fuzzy řı́zenı́
a rozhodovánı́. Hrubé (rough) množiny. Neurofuzzy
učı́cı́ se algoritmy.

Evolučnı́ a genetické algoritmy.

Bohužel jsem nesehnal žádné materiály o hrubých
(rough) množinách. Pokud někdo vı́te, co to je, dejte
mi vědět.

1 Fuzzy řı́zenı́ a rozhodovánı́

Klasické metody řı́zenı́ a rozhodovánı́ vyžadujı́
přesné vyjádřenı́ vztahů mezi vstupy a výstupy sys-
tému. Fuzzy logika (Zadeh, 1965) mı́sto přesných
matematických formulacı́ vyjadřuje vztahy mezi
vstupy a výstupy pomocı́ množiny pravidel tvaru
„jestliže — pak“, založených na zkušenostech a zna-
lostech. Fuzzy logika pracuje s vı́cehodnotovou, gra-
dovanou pravdou a s vágnı́mi lingvistickými výrazy.

Fuzzy množiny poskytujı́ intuitivně přijatelný způ-
sob reprezentace neurčitosti typu vágnosti. Fuzzy
množina je množina uspořádaných dvojic elementů
x a jejich stupně (mı́ry) přı́slušnosti (MFV — Mem-
bership Function Value) A = {(x, µA(x));x ∈ X}.
Je charakterizována funkcı́ přı́slušnosti (MF — Mem-
bership Function) µA ∈ 〈0, 1〉, která udává, jak silně
jsme přesvědčeni, že uvažovaný prvek patřı́ do dané
množiny [1].

V praktických úlohách se užı́vá funkcı́ přı́slušnosti
ve tvaru Gaussovy křivky, může být lichoběžnı́ková,
trojúhelnı́ková atd.

1.1 Hodnoty

Hodnota CRISP je ostrá (ano/ne, přesné čı́slo),
hodnota FUZZY je neurčitá s nějakou mı́rou jistoty
(obr. 1). Proměnná x se nazývá lingvistická pro-
měnná.

1.2 Operace

Fuzzy logika zavádı́ operace konjunkce, disjunkce,
komplement a fuzzy implikaci. Mohou být defino-

CRISP FUZZY

100500100500

1 1

mlady starystarymlady

vek vek

uA(vek) uA(vek)

Obrázek 1: Hodnoty ve fuzzy logice

vány různě, např. podle Zadeha:

µA∧B = min{µA, µB}
µA∨B = max{µA, µB}
µ¬A = 1− µA

nebo pravděpodobnostně:

µA∧B = µAµB

µA∨B = µA + µB − µAµB

µ¬A = 1− µA.

Fuzzy implikace svazuje dvě fuzzy proměnné
(obr. 2) a může být opět definována různě, např.

µR(x, y) = min{µA(x), µB(y)}.
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Obrázek 2: Fuzzy implikace

1.3 Fuzzifikace a defuzzifikace

Kompletnı́ schema fuzzy systému je na obr. 3.
Při fuzzifikaci (obr. 4a) se převádı́ vstupnı́ CRISP

hodnoty na FUZZY hodnoty (lingvistickou proměn-
nou a mı́ru přı́slušnosti).
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Obrázek 3: Kompozice fuzzy systému

Při defuzifikaci (obr. 4b) se převádı́ FUZZY hod-
noty na výstupnı́ CRISP hodnoty. Použı́vajı́ se různé
metody, např. výpočet těžiště celé plochy nebo střednı́
úsek s max. hodnotou.
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Obrázek 4: Fuzzifikace a) a defuzzifikace b)

1.4 Pravidla

Pravidla pro fuzzy řı́zenı́ majı́ tvar „jestliže — pak“
(fuzzy implikace). Ve fuzzy logice jde o zobecněný
modus ponens. Předpoklad popisuje vstupnı́ stav, zá-
věr akci. Např. „jestliže teplota je nı́zká, pak přı́kon
je vysoký“. V podmı́nkové části může být vı́ce pod-
mı́nek, např. „if x is A and y is B then z is C“.

Na obr. 5 je znázorněn průběh inferenčnı́ procedury
[3] pro dvě vstupnı́ proměnné x a y a jednu výstupnı́
proměnnou z. Nejprve jsou CRISP hodnoty x = 15
a y = −20 převedeny na FUZZY hodnoty (fuzzifi-
kace). Poté se vyhodnotı́ výraz „and“ (min) a pro-
vede fuzzy implikace (řez). Výsledky obou pravidel
se poté složı́ a metodou těžiště se spočte výstupnı́
CRISP hodnota z = −3 (defuzzifikace).

1.5 Fuzzy řı́zenı́

V regulačnı́ technice se nejčastěji použı́vá Man-
damiho fuzzy implikace. Implementuje se pomocı́
tabulky (look-up table), která se předem vytvořı́ pro
každé pravidlo a při řı́zenı́ se výstup určuje již pouze
vyhledávánı́m a interpolacı́. Výhodou je možnost po-
psánı́ silně nelineárnı́ch vztahů. Tento přı́stup je velmi
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Obrázek 5: Přı́klad inferenčnı́ procedury

robustnı́. Problém nastává při většı́m počtu vstupnı́ch
proměnných, nebot’roste i dimenze tabulky.

1.6 Fuzzy Logic Neural Network

Mı́sto vyhledávacı́ tabulky je v systému pětivrstvá
neuronová sı́t’ [4]. 1. vrstva provádı́ fuzzifikaci, 2.
podmı́nku if, 3. část and — then, 4. část also (or) a
5. defuzifikaci. Tato sı́t’ je schopna popsat libovolný
fuzzy systém.

⊕ Je do sı́tě explicitně vidět.

⊕ Sı́t’se dá trénovat (neuro-fuzzy učı́cı́ se systém)!

V [2] jsou popsané i třı́vrstvé sı́tě. Učit se dajı́
různými způsoby, at’ se znalostı́ nebo bez nı́ (sı́t’
sama objevı́ shluky). Nejjednoduššı́ je učenı́ pomocı́
delta-pravidla. Klasické metody učenı́ neuronových
sı́tı́ však neumožňujı́ během učenı́ měnit počet fuzzy
množin a tvar a počet pravidel. Při učenı́ se nasta-
vujı́ jen parametry fuzzy množin. S výhodou se dá
k učenı́ použı́t genetických algoritmů. Chromozóm
pak popisuje fuzzy množiny podle obr. 6.

2 Evolučnı́ a genetické algoritmy

Evolučnı́ algoritmy (EA) jsou algoritmy prohle-
dávacı́, které pracujı́ nad populacı́ možných řešenı́.
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Obrázek 6: Učenı́ neuronových fuzzy sı́tı́ genetic-
kými algoritmy

Populace těchto řešenı́ se s časem vyvı́jı́ podle pra-
videl evoluce. Použı́vajı́ se hlavně při řešenı́ NP-
úplných úloh, které nemůžeme tradičnı́mi algoritmy
řešit v rozumném (polynomiálnı́m) čase. Při řešenı́
těchto úloh se použije nějaká nedeterministická me-
toda (např. EA) k nalezenı́ možného řešenı́ a toto
řešenı́ se v polynomiálnı́m čase otestuje.

Genetické algoritmy (GA) jsou částı́ algoritmů
evolučnı́ch. Mohou být použity v prohledávacı́ch a
optimalizačnı́ch úlohách. Jsou založeny na genetic-
kých procesech biologických organismů. Jsou nede-
terministické a v principu paralelnı́. Pracujı́ s populacı́
řetězců (obdoba chromozómů z biologie), které repre-
zentujı́ množinu parametrů řešené úlohy. V populaci
docházı́ k reprodukci, křı́ženı́ a mutaci řetězců a vzni-
kajı́ tak populace nové a kvalitnějšı́ podle zadaného
kritéria.

Prostor všech možných řešenı́ se nazývá prohledá-
vacı́ prostor. Každý bod tohoto prostoru je ohodno-
cen fitness funkcı́. Hledanı́ řešenı́ znamená hledánı́
extrému fitness funkce v prohledávacı́m prostoru.
Tuto úlohu řešı́ mnohé algoritmy, např. náhodné pro-
hledávánı́, gradientnı́ metody (Hill Climbing), itera-
tivnı́ gradientnı́ metody (Iterated Hill Climbing) nebo
simulované žı́hánı́. Oproti klasickým metodám se GA
lišı́ v několika bodech:

Přı́má manipulace se zakódovanými parametry
— GA nepracuje přı́mo s parametry, ale
s jejich reprezentacı́ konečné délky a abecedy.
Prohledávánı́ je bez omezenı́ a nenı́ nutná
existence derivace fitness funkce.

Populace řešenı́ — Prohledávánı́ začı́ná z několika
mı́st zároveň. Genetické operátory zajišt’ujı́ di-
verzitu v populaci a bránı́ uvı́znutı́ v lokálnı́m
extrému.

Stochastické operátory — GA použı́vá nedetermi-
nistické operátory. Nejedná se o náhodnou pro-
cházku, ale dı́ky náhodné volbě se dosahuje dob-
rých prohledávacı́ch schopnostı́.

GA jsou podepřeny teoriı́ o schématech. Na sché-
matech se dokazuje činnost genetických operátorů.
Obsahujı́ symboly 0, 1 a *. Symbol * (don’t care sym-
bol) reprezentuje bud’0 nebo 1. Např. operátor křı́ženı́
lze schématy popsat jako [11**0*] + [01*11*] →
[11**1*] a [01*10*] při křı́ženı́ za čvrtým znakem.

2.1 SGA

SGA je jednoduchý GA s následujı́cı́m algorit-
mem:

1. Náhodně se vygeneruje počátečnı́ populace n
chromozómů (možných řešenı́ problému).

2. Chromozómy se ohodnotı́ fitness funkcı́ f(x).

3. Vytvořı́ se nová populace chromozómů:

(a) Selekce — Vyberou se dva chromozómy
(rodiče) ze současné populace.

(b) Křı́ženı́ — Na vybrané chromozómy se
aplikuje operátor křı́ženı́ s ohledem na jeho
pravděpodobnost. Pokud nebyl operátor
křı́ženı́ aplikován, jsou nově vzniklé chro-
mozómy (potomci) přesné kopie rodičů.

(c) Mutace — Na potomky se aplikuje ope-
rátor mutace s ohledem na jeho pravděpo-
dobnost.

(d) Umı́stěnı́ — Potomci se umı́stı́ do nově
vytvářené populace.

4. Nově vzniklá populace nahradı́ populaci pů-
vodnı́.

5. Pokud nenı́ splněna ukončujı́cı́ podmı́nka, po-
kračuje se bodem 2, jinak běh algoritmu končı́.

2.2 Kódovánı́ chromozómů

Chromozóm musı́ obsahovat informaci o řešenı́
úlohy, které reprezentuje. Výběr kódovánı́ chro-
mozómů je značně závislý na konkrétnı́ úloze.

Binárnı́ řetězec — Nejpoužı́vanějšı́ reprezentace,
kde každý bit (nebo množina bitů) může repre-
zentovat nějakou charakteristiku řešenı́ (např.
[11011001]).

Pokud chceme např. do batohu určité kapacity
vložit co nejvı́ce předmětů různé velikosti a
ohodnocenı́ (Knapsack problem), může každý
bit chromozómu indikovat přı́tomnost odpovı́-
dajı́cı́ho předmětu v batohu.

3



Permutation Encoding — Užı́vá se v úlohách, kde
je důležité pořadı́. Každý chromozóm je řetězec
čı́sel, které reprezentujı́ pořadı́ v sekvenci (např.
[1 5 2 4 3]). Pro zachovánı́ konzistence chro-
mozómu jsou nutné speciálnı́ operátory křı́ženı́
a mutace.

Pokud např. chceme projı́t všemi danými městy
a urazit co nejmenšı́ vzdálenost (TSP — Travel-
ling Salesman Problem, nejlevnějšı́ Hamiltonův
cyklus v úplném grafu), popisuje chromozóm
pořadı́ měst, které budem navštěvovat.

Value Encoding — Když je kódovánı́ do binár-
nı́ch řetězců komplikované, lze vytvořit chro-
mozóm přı́mo z potřebných hodnot (např.
[1.23 2.34 3.45] nebo [(back), (back), (right),
(forward)]). Pro daný problém je nutné vytvořit
speciálnı́ operátory křı́ženı́ a mutace.

Pokud chceme např. nastavit váhy neuronové
sı́tě určité architektury podle daných vstupů a
výstupů, použijeme chromozóm reálných čı́sel
reprezentujı́cı́ch danou váhu.

Tree Encoding — Použı́vá se hlavně k hledánı́ pro-
gramů nebo výrazů pro genetické programo-
vánı́. Každý chromozóm je strom objektů, jako
jsou funkce operátory, čı́sla, přı́kazy programo-
vacı́ho jazyka apod. (obr. 7).

Pokud např. chceme nalézt funkci, která nejlépe
vyhovı́ zadaným vstupnı́m a výstupnı́m hod-
notám, bude chromozóm reprezentovat určitou
funkci.

2.3 Fitness funkce

Fitness funkce f(x) přiřazuje chromozómu čı́slo
(ohodnocenı́), které odpovı́dá jeho kvalitě. Navrhuje
se pro každou úlohu. Pokud např. hledáme optimum
funkce, bude fitness funkce udávat přı́mo jejı́ hod-
notu. V mnoha přı́padech je ale složitějšı́. Neměla by
pokud možno obsahovat přı́liš mnoho lokálnı́ch ex-
trémů, velmi izolované globálnı́ optimum a rozumná
řešenı́ by se v prohledávaném prostoru měla nacházet
poblı́ž sebe.

2.4 Selekce

Výběr rodičů provádı́ operátor selekce. Podle
Darwina vzniknou kvalitnı́ potomci z nejlepšı́ch je-
dinců. Existuje mnoho metod výběru rodičů:

Ruletové kolo — Rodiče se vybı́rajı́ podle jejich
ohodnocenı́ fitness funkcı́. Nejlepšı́ jedinci majı́

většı́ šanci být vybráni. Chromozómy jsou se-
řazeny podle fitness funkce do kruhu a každý
zabı́rá poměrově část podle své fitness funkce.
Náhodně se ukáže na mı́sto na kruhu a vybere
se odpovı́dajı́cı́ jedinec.

Rank Selection — Ruletové kolo nepracuje dobře
při velmi odlišných fitness funkcı́ch chro-
mozómů. Proto zde docházı́ k rovnoměrnějšı́mu
rozdělenı́ chromozómů do kruhu. Nejhoršı́ je-
dinec bude zabı́rat poměrnou část 1, dalšı́ 2 a
nejlepšı́ N . Po takovém přepočtu majı́ všechny
chromozómy šanci být vybrány. Může to ovšem
vést k pomalejšı́ konvergenci, protože se nejlepšı́
jedinci od ostatnı́ch moc nelišı́.

Přepočet fitness funkce pro selekci se nazývá
škálovánı́. Existuje několik škálovacı́ch metod,
např. lineárnı́, mocninová nebo Linear Ranking.
Cı́lem je udržet konstantnı́ průměrnou hodnotu
fitness funkce v populaci a dát šanci i špatným
jedincům k výběru. Mohou totiž obsahovat část
kvalitnı́ho chromozómu, třeba i z oblasti, která
ještě nebyla v populaci moc zkoumána.

Steady-State Selection — V každé generaci se vy-
bere několik chromozómů s vysokou hodnotou
fitness funkce pro vytvářenı́ potomků. Chro-
mozómy s nı́zkou hodnotou fitness funkce jsou
nahrazeny těmito potomky. Zbytek populace se
zkopı́ruje do populace nové.

Elitizmus — Při vytvářenı́ nové populace křı́ženı́m
a mutacı́ je velká pravděpodobnost, že ztratı́me
nejlepšı́ řešenı́. Elitizmus nejprve zkopı́ruje do
nové populace jeden či vı́ce nejlepšı́ch chro-
mozómů a zbytek populace se vytvořı́ jako ob-
vykle. Elitizmus může značně zefektivnit GA,
protože nedocházı́ k zapomı́nánı́ nejlepšı́ho na-
lezeného řešenı́.

2.5 Křı́ženı́

Při křı́ženı́ se z rodičů vytvářı́ potomci. Způsob
křı́ženı́ závisı́ značně na kódovánı́ chromozómu. Pro
zefektivněnı́ GA jsou pro speciálnı́ úlohy specifické
operátory křı́ženı́.

1-point — Náhodně se vybere křı́žı́cı́ bod a takto
vzniklé části rodičů se zkombinujı́ (např.
[11011001] + [01010110] → [11010110] a
[01011001] při křı́ženı́ za čtvrtým bitem). Při
Permutation Encoding je např. [1 2 3 4 5] +
[4 2 3 5 1] → [1 2 4 3 5] při křı́ženı́ za druhou
cifrou.
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2-point — Křı́žı́cı́ body jsou dva. Potomci vznikajı́
kombinacı́ částı́ rodičů jako u křı́ženı́ 1-point.

Uniformnı́ křı́ženı́ — Bity se náhodně kopı́rujı́
střı́davě z jednoho či druhého rodiče (např.
[110011] + [001100] → [010110]).

Aritmetické křı́ženı́ — Na rodiče se aplikuje arit-
metická operace (např. and).

Řezy — Při Tree Encoding se provádı́ řezy pod-
stromů a potomci vzniknou prohozenı́m těchto
podstromů (obr. 7).
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Obrázek 7: Křı́ženı́ v genetickém programovánı́ (Tree
Encoding)

2.6 Mutace

Mutace je prevencı́ před uvı́znutı́m algoritmu v lo-
kálnı́m optimu. Neměla by nastávat přı́liš často, pro-
tože by se GA změnil v náhodné prohledávánı́. Mu-
tace náhodně měnı́ potomky.

Mutace závisı́ na kódovánı́ chromozómů. Při binár-
nı́m kódovánı́ chromozómů náhodně invertuje bity.
Při Permutation Encoding prohazuje dvě vybrané
cifry (např. [1 2 3 4 5] → [1 5 3 4 2]. Při Value
Encoding s reálnými čı́sly na dané pozici přičı́tá nebo
odčı́tá malé náhodné čı́slo. Při Tree Encoding mutace
měnı́ vybrané uzly za jiné objekty.

2.7 Parametry

Doporučené nastavenı́ parametrů je jen přibližné
a neexistuje žádná teorie univerzálnı́ pro jakýkoliv
řešený problém. Doporučenı́ jsou založena na empi-
rických studiı́ch GA.

Pravděpodobnost křı́ženı́ — řı́ká, jak často bude
operátor křı́ženı́ aplikován. Měl by být většı́
(80%–90%, někdy i 60%).

Pravděpodobnost mutace — řı́ká, jak často bude
operátor mutace aplikován (nebo jak často bu-
dou části chromozómu mutovány). Měla by být
malá (0.1%–1%). Je možné jı́ i dynamicky měnit
pro překlenutı́ lokálnı́ho extrému.

Velikost populace — udává počet chromozómů
v populaci. Jestliže je přı́liš malá, má GA ma-
lou šanci prohledat dostatečnou část prohledá-
vaného prostoru. Pokud je přı́liš velká, je GA
pomalý. Bývá okolo 20–30 nebo i 50–100. Zá-
visı́ na kódovánı́ chromozómů a jejich velikosti.

2.8 Ošetřenı́ omezenı́

Omezenı́ představujı́ pro GA velký problém. Chro-
mozóm reprezentuje velký prohledávacı́ prostor,
který je přitom z části neplatný. Omezenı́ lze ošet-
řit několika způsoby:

Penalty — Zakázané chromozómy jsou označeny za
horšı́ ohodnocenı́m fitness funkcı́. Je použitelné
jen pro velmi malá, jednoduchá omezenı́. Pro-
blémem je volba pokutové funkce a sı́ly ome-
zenı́.

Dekodéry a opravovacı́ algoritmy — Speciálnı́
procedury, které dekódujı́ chromozóm vždy
jako platné řešenı́ nebo opravı́ zakázanou
reprezentaci na nejbližšı́ platnou. Obecně může
být velmi drahé.

Speciálnı́ reprezentace a operátory — V závis-
losti na úloze je nutné navrhnout reprezentaci a
odpovı́dajı́cı́ operátory. Problémem je nalezenı́
takové reprezentace (např. ad hoc).

Přı́kladem je řešenı́ TSP. Klasický GA by pro-
hledával prostor NN , ale je N ! řešenı́ je správ-
ných. Proto je navržena speciálnı́ reprezentace
(Permutation Encoding) a operátory.

2.9 Paralelnı́ GA

GA jsou z principu paralelnı́. Jejich implementace
může mı́t různý stupeň paralelizmu.

Globálnı́ — Jedinci se volně křı́žı́ v jediné populaci,
paralelně se počı́tá pouze jejich fitness funkce,
mohou se paralelně aplikovat i genetické operá-
tory.

Hrubozrnný — Výpočet je rozdělen do subpopulacı́
(obr. 8a). Většina výpočtů probı́há v rámci těchto
subpopulacı́, čas od času se však vyměnı́ jedinci
mezi jednotlivými subpopulacemi.

Jemnozrnný — Populace je tvořena jedinci, kteřı́
běžı́ každý ve svém procesu (obr. 8b). Vznikne
sı́t’ těchto jedinců, kteřı́ mezi sebou komunikujı́
a množı́ se. Použitelné pro ması́vně paralelnı́
počı́tače, jinak drahé. Odlišná koncepce od kla-
sického GA.
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Hybridnı́ — kombinace globálnı́ho, hrubozrnného
a jemnozrného GA (obr. 8c). V praxi dosahuje
nejvyššı́ho výkonu, je ale pracnějšı́ na imple-
mentaci.

Problémem u paralelnı́ch GA je konvergence.
Když nám pro jednu úlohu konverguje klasický GA,
nemusı́ ještě konvergovat paralelnı́ GA.

Dalšı́m problémem je synchronizace na úrovni
populacı́. Bud’ může výpočet probı́hat asynchronně,
nebo se provádı́ synchronizace, kdy se čeká na do-
končenı́ všech výpočtů, nebo se počká jen např. na
70% nových jedinců a pokračuje se v dalšı́ iteraci.

a) b) c)

Obrázek 8: Paralelnı́ GA: a) hrubozrnný, b) jemno-
zrnný a c) hybridnı́
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